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INTEODïïCnON. 



lia théorie de l'intégration des équations aux dér: 
tifllies du premier ordre de la forme la pins générale, 
les travaux des pins grands gëomètres des temps : 
forme actuellement la partie la mieux approfondie et la pit 
du Calcul intégral. Dans rhistoire dn développement 
théorie, on rencontre ce fait remarquable, que les succei 
médiats de Lagrange, son véritable fondateur (1772) 
rèrent comme impossible de suivre la voie qu'il avait traci 
qu'an contraire les derniers progrès de cette théorie 1' 
née de nouveau aux principes de Lagrange. Pfafi 
mler, se plaçant à un nouveau point de vue, est parvi 
à la solution complète du problème. Mais sa atéthodi 
quement exacte, s'est trouvée peu commode dans la pra 
■dite des difficultés que présente l'intégration successit 
sieurs systèmes d'équations différentielles. Caochy 
Jacobi (1837), par des procédés différents, et sans q 
cond eût aucune connaissance des travaux du premier, t 
que le but auquel conduisait la méthode de Pfaff pa 
atteint plus simplement, par la seule intégration complèi 
mier des systèmes d'équations différentielles qui se r< 
dans cette méthode. La question paraissait dès lors 
ment épuisée. Néanmoins l'infatigable et fécond génie d 
n'abandonna pas ses investigations sur ce problème, 
avait déjà fait faire de si grands pas, et auquel s'att 
nouvel intérêt, depuis que les recherches d'Hamilto 
mis en évidence la liaison qui existe entre cette tbéor 
tégratiott des équations différentielles de la Oynaroiqi 
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daot que Jacobi se livrait à ses nouvelles études sur cette double 
question, la théorie continuait ses progrès, grâce aux remarqua- 
bles publications d'autres analystes, Liouville, Bertrand, 
"^ --'■■", Bour, etc., qui se sont occupés du même objet, et 
découvertes devaient laisser moins à faire au géomètre 
, quoique souvent aussi elles dufisent coïncider avec les 
qu'il obtenait de son côté. Nous ne pouvons émettre 
ie simples conjectures, puisque le travail de Jacobi n'a 
après sa mort, rédigé par Clebsch d'après les matériaux 
ânns ses papiers. Ces détails expliquent les réclamations 
té auxquelles cette publication a donné lieu de la part 
:urs auteurs, relativement soït aux théorèmes fonilamen- 
la „Rouvelle méthode" de Jacobi, sait à son principe 
Mais sans aucun dnule le nom du granil géomèlre restera 
\ cette théorie, fondée, sur ses conceptions et constituée 
léme sous nne forme systématique complète, lors même 
parties isolées et secondaires de cet ensemble appar- 
ut à d'autres inventeurs. 

me bornant, pour le moment, à cette courte esquisse du 
lement successif de ce problème, je nie réserve de revenir 
>uement sur les détails historiques dans les Notes qui 
gnent le texte, et je vais donner maintenant un aperçu 
du contenu de ce Mémoire. 

s le Chapitre I*^, j'examine Ites différentes formes d'inté- 
PS équations aux dérivées partiellefi du premier ordre; et, 
;rale complète, je déduis l'intégrale singulière et l'inlé- 
nérale, par la méthode de la variation des constantes 
is, en me fondant sur les propriétés des déterminants 
leU. 

s le Chapitre II, j^ considère la forme particulière d'inté- 
nérale qui conduit à des équations linéaires par rapport 
vées partielles, et je donne un abrégé de la théorie de 
ières, d'après Lagrange et Jacobi. 

s le Chapitre III, j'expose l'état général de la question, 
iment aux vues indiquées dans le dernier travail de Ja- 
i j'y introduis les conditions d'intégrahilité de Liouville 
onkin. Après avoir montré que, dans le cas particulier 

variables indépendantes, la méthode de Jacobi revient 
iraent à celle de Lagranije et de Charpit, je reprends 

on générale, et j'effectue une première simpliCcation des 
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équations^ par rëlimination de la fonctîo& ineonnae, en tant qu'elle 
y entrait explicitement; je signale, en outfe, le défaut d« pcoeéëé 
employé par Jacob i. 

On voît^ par le contenu des chapitras précédefitar^ que Ceb^et 
principal de mon étude est la ,9 nouvelle méthode^' de Jacobi» 
Après l'avoir exposée^ j'ai fait remarquer ^ d'accord avec ropiaion 
exprimée par Bour dans un Mémoire imprimé, et par Bertrand 
dans ses leçons publiques, que Jacobi n'a pas donné à la con- 
struction analytique de sa théorie toute la simplicité possible. En 
suivant les indications de ces deux géomètres, conformes aux ré- 
sultats de mes propres recherches, j'ai essayé, dans le Chapitre 
IV; d'établir le théorème fondamental de la méthode de Jacobi 
SUT les principes les plus simples. 

Dans le Chapitre V, j'expose avec détail la marche des inté* 
grations qu'exige la méthode de Jacobi. D'abord, pour pré- 
senter le procédé fondamental sous la forme la ptus simple, je 
n'ai pas réduit, dans les équations, les variables à leur nombre 
minimum; en outre, j'ai indiqué les difficultés qui pouvaient se 
rencontrer, et j'ai examiné des cas où le procédé s'applique très- 
simplement. Enfin, par Télimination des variables superflues, j'ai 
établi la théorie de la méthode dans tout son développement, et 
j'ai donné des exemples pour bien faire comprendre la marche 
du calcul. 

Le Chapitre VI est consacré à l'intégration des équations 
simultanées aux dérivées partielles du premier ordre. Après 
avoir montré que la solution de cette question plus générale peut 
se faire par les procédés qui ont servi à résoudre le problème 
traité dans les Chapitres précédents, j'applique cette théorie à des 
problèmes déterminés et indéterminés aux dérivées partielles du 
premier ordre, conduisant à l'Intégration d'équations simultanées, 
linéaires ou non linéaires. Pour terminer, je considère à un nou- 
veau point de vue la question générale, intéressante d'ailleurs par 
elle-même, des conditions d'intégrabilité immédiate d'une expres- 
sion aux différentielles ordinaires d'ordre quelconque. 

Dans le Chapitre VII, j'expose la théorie de Tlntégration des 
équations simultanées aux différentielles ordinaires de la forme 
canonique; j'explique la liaison qui existe, entre le théorème de 
Poisson relatif aux intégrales de ces équations et le théorème 
fondamental de la méthode de Jacobi, et je démontre le pro- 
cédé de Bertrand pour l'intégration des équations de la Dyna- 
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■nique an moyen da théorème de Poisson. J'applique & dd même 
exemple les deax théories. 

Enfin, dans le Chapitre VIII, pour compléter l'aperçu des mé- 
itégration des équations aux dérivées partielles du pre- 
, j'ai pensé qu'il ne serait pas inutile d'ajouter no ex- 
ral de la méthode de Cauchy. 

rofité, dans ce travail, des secours que m'ont offerts 
itioDS académiques, les journaux mathématiques et les 
ipéciaux, et j'ai indiqué les sources aux endroits cor- 
s du texte. Je me suis efforcé, dans ma rédaction, 

clarté et à la rigueur la plus grande généralité possible. 
I puis m'empécher de craindre qae l'oeil pénétrant de la 

trouve que j'ai manqué plus d'une fois à cette triple 
et n'aperçoive encore d'autres défaotB dans mon travail. 
;as, mon excuse sera qu'en général, dans un premier 
l'atteint qu'imparfaitement le but. 
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5.1. 

1. Une ëqnation différentielle aux dérivées partieiles da 
mier ordre est uoe relation donaée entre un certain nombre 
variables indépendantes, nne Tonction Inconnue de ces variai 
et les dérivées partielles du premier ordre de cette fooction. 

Désignons par 

Xi, S^,...., Xm 

les R variables indépendantes; par i la fooetion inconnue de 
variables, et par 

Pu P* P- 

les dérivées partielles du premier ordre de cette fonction, 
sorte qu'on ait 

D'après ces notations, le type général des équations dont il s 
se présentera sous la forme 

(1) F{xi. xt, x„ t, pi, pa,...., p«) = 0, 

la caractéristique F désignant une fonction donnée. 

Le problème de l'intégration de l'équation (1) consiste k 
terminer l'expression U plus générale de la fonction i, telle q 
la substituant avec ses dérivées partielles dans l'équation 
celle-ci se change en idéalité. Mais, avant d'exposer les d 
rentes méthodes d'intégration, il n'est pas inutile d'exawinei 
différentes formes de relations primitives entre xtf-, x%, i, 
par des différentiations et des éliminations algébriques, peu 
donner naissance à nne même équation de ta forme (1). 

2. La forme la plas simple d'une telle relation est une 
pression de i en fonction explicite des variables Indépendant! 
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~f(^\. ara ar,, tt„ q^,...., <i„), 

B entrent, en outre, n constantes arbitraires a,, 
En différent iant ta valeur de x par rapport à cbacoiie 
indépendactea, on obtiendra n équations de la forme 

Sf 

équationp, jointes à l'équation (2), on pourra éliminer 

es a,, , On- Si l'équation aux dérivées partielles 

«st l'équation donnée (I), alors l'équation (2) repré- 
grate de (t). Une telle intégrale, renfermant dans 
>n autant de constantes arbitraires que l'équalion 
■nt de variables indépendantes, a été noniinée par 
rne intégrale complète. 



§,2. 

aisé de voir cependant que l'intégrale complète (2) 

pas encore l'espression la plus géliérale de la fonc- 
isKfl satisfaire à l'équation (1). En effet, cette équa^ 
^uit de ('2) au moyen des équations (3), et si ces 
changent pas de l'orme, l'équation ('2) continuera à 
'intégrale de (I), de quelque manière que l'on ait 

signiQcatioN des symboles Of,...,, «s. Supposons 
...., On désignent des lunclions des variableti Xg,...., 
is quelles conditions ces fonctions doivent remplir 

expressions des dérivées partielles p, , pa con- 

"orme primitive (3). 

ifférentianl l'équation (2) par rapport à chacune des 
tfnrménient aux nouvelles suppositions, on otitiendra 
le la forme 

. ex . _e^ 8», S/; 8^ 8/ 3». 

■ Sxi "•■ da, âa-i ■*■ 8-12 Bxi "•"■■■■+ ^„^ g^^ ' 
réduisent à l'ancienne forme (3), si les fonctinns 



implissent la couditio 

3/; 3«, 8/; 8% 



\a 



( 

l 
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pour toutes les valeurs de i depuis 1 jusqu'à n. Ces Vt conditious 
se présentent sous la forme d'un système d'équations linéaires 

par rapport aux dérivées partielles â — , . . . . , 0— • En élimi- 
nant toutes celles-ci à l'exception d'une seule, nous trouverons des 
équations de la forme 

(5) 8^-'^ = 0^ 

pour toutes les valeurs 1^ 2,...., n de Tindice t. 

Les conditions (5) peuvent être satisfaites de deux manières: 
P. En posant 

pour i = 1, 2^...., n. On obtient ainsi n équations, suffisantes 
pour la détermination des fonctions «i,...., an\ les valeurs trou- 
vées étant substituées dans l'équation (2), la fonction 2 ne ren- 
fermera plus dans son expression rien d'arbitraire. L'intégrale 
formée par la combinaison des équations (2) et (6) est ce que 
Lagrange appelle l'intégrale singulière. 

2^. On peut satisfaire aux conditions (5) d'une manière géné- 
rale, en posant 

ft = 0. 

Or la quantité R est le déterminant du système des équations 
(4), composé des n^ éléments représentés dans le tableau suivant, 

8cf| 3ûf2 ^f'n 

(A) } Sxi ' dx^ ' " " ' ôa^a ' 



8«j^ 8«s don 



Le déterminant ainsi formé, au moyen des dérivées partielles 
de n fonctions, contenant chacune n variables indépendantes, a 
reçu de Jacobi le nom de déterminant fonctionnel, et 
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Jacobi a démontré que, si le déterminant fonctionnel est identi- 
quement nul» les fonctions qui entrent dans sa formation né sont 
pas indépendantes entre elles, et <j|u*une ou plusieurs de ces fonc- 
tions doivent pouvoir s'exprime^ les unes au moyen des autres. 



§. 3- 

5. D'après le plan que j'ai adopté dans ce travail, j'aurai 
plus d'une fois à m'appuyer sur ce théorème. C'est pourquoi je 
pense qu'il ne sera pas inutile d'en rappeler ici la démonstration, 
qui est d'ailleurs très-simple*). 

Considérons le système d'équations 

^i = 9i» ^ == 9t9 ••••> An = g>n» 

m 

qui sert à exprimer Oi, as,...., On en fonctions de Xi, ârt»>-«.>J7«. 
De Tune de ces équations, contenant Xi, tirons la valeur de cette 
variable en fonction de Hi, ar^,...., ann» En substituant cette ex- 
pression dans l'une des équations restantes, contenant Xi et x^^ 
dans la seconde, par exemple, nous aurons o^ exprimé en fonction 
de cTi, x^ ^f»*«**» ^«9 et nous tirerons de là x% en fonction de 
Ai> Of ^3»*---« ^n* En substituant les expressions trouvés, pour 
^1* ^ftf dans une des équations restantes, qui avec ces deux va- 
riajbles contienne en outre x^, dans la troisième, par exemple, 
nous aurons a^ exprimé en fonction de ii|, 0^$ x^,.,.,, Xn» et nous 
tirerons de là x^ exprimé en a|, a^, a^, x^,,m.., Xw En conti- 
nuant de la sorte, les expressions primitives de ii|, a^,...., a» 
seront transformées en d'autres telles, qu'en général at se trou- 
vera exprimé au moyen de ai, a^,..*., a^^^, ^/» ^/^p****» â;*.. Re- 
présentons par 

Uf = ^1 (;rj,...., a*»), 
fl« = If'f («1 , OTs» • • • M ^n). 



*) Noos avons légèreineot changé la démonstration que donne le 
texte original, et que l'on rencontre ches nn grand nombre d'antenra. 11 
nous a semblé que le raisonnement pouvait être présenté d^nne manière 
plus claire, et le Dr. R. Baltzer, à qui nous avons communiqué cette 
modification, FaTait aussi trouvée de son coté, et se proposait déjà de 
l'introduire dans la 3« édition de son Traité des Déterminants. (Note 
du Tradactear.) 
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ai ^ ^i (a,,...,, of-i, Xh Xn), 



le» expreaciona ainsi obtenaes. On retrouvera lea valeurs p 

tives de a|, a^...., a/,.... en a^i, Xm, si l'on remplace 

ceasiremeat dans le second membre, de cbaque équation 
a^,...., par les râleurs lirëes des équations précédentes. 
aura donci en diffrirentiant dans cette bypotbèse, 

8oi _ 3*1 80, 8il>i Bai-i S*/ 

Sxk~Sa, S^Ï + '^'+Baj-i "§ir"*"S*fc' 



Nous coQcloTons de cette formule que le déterminan 
système 

a*, sti 8*1 

' 8x^ ' SXf »•■•-. g^^ » 

<B) ^ 0. ft fîl 8*!, 



0, 0, 



0. 0. 1*", 

' ' ' dxn 

peut se mettre aona la forme du produit do détermlotat di 
Btème (A) par celai du syatèma 

I. 0. 0...... 0. 

^' I. 0. 0. 



(0 ^_ 



8*, _8^ 



8*, _8i(^ 8*B 
8oi 8iia Soj' * 
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En effets la formule (M) fait voir que la somme des produits 
des éléments appartenant à la U^^^ ligne horizontale du système 
(C) et à la A;*èn»« ligne horizontale du système (A) forme l'élé- 
ment du système (B) situé à Tintersection de la Z'^"*® ligne hori- 
zontale avec la A:'^'n« ligne verticale. Mais, dans chacun des 
systèmes (6) et (C) les éléments situés de l'un des côtés de la 
diagonale principale sont nuls; donc les déterminants de ces 
systèmes sont égaux aux produits des éléments de leurs diago- 
nales principales respectives. Par conséquent 

,*v 8tl 8^2 Hz 3V'n r^ 

6. Si le déterminant R est identiquement égal à zéro il faut 
alors qu'un des facteurs du produit, dans le premier membre de 
(7), soit égal à zéro. Mais les n — 1 premiers facteurs de ce 
produit sont, en général, différents de zéro, puisque^ d'après ce 
qu'on a supposé, la fonction t^j contient Xi, la fonction ■i/>2 con- 
tient 0**2» •••• » la fonction i/;n~i, contient ^Tn— !• Par conséquent, 

le dernier facteur g — doit être identiquement nul; c'est-à-dire 

que, par suite des substitutions successives que l'on a opérées, 
la fonction an ne doit plus contenir acn explicitement, et peut s'ex- 
primer au moyen des seules quantités Oi, a2«*"*> ^n— 1. Cepen- 
dant il peut se faire aussi que, par suite des substitutions en 
question, aucune des fonctions '^o, T^n-i>**«*» "^n^k ne contienne 
explicitement a:n, ^Tn^i,...., œn-^k, il est évident alors que l'on 
aura identiquement 






et chacune des fonctions a», an-^i» > On—k s'exprimera au moyen 

des seules quantités Oi, a2>*-*'> On—k-^i^ 

7. La proposition réciproque est évidente. Si les fonctions 
a|, a^»-**** ^n "0 ^^"^ P^^ indépendantes les unes des autres, 
mais qu'au contraire l'une d'entre elles On, ou plusieurs d'entre 
elles an, cin-i».-**» On-^k puissent s'exprimer au nvoyen des seules 
fonctions restantes Oi, et^p...., an^k—i» alors la première des éga- 
lités (q) ou toutes les égalités (^) auront Heu, d*où il résultera 
que le déterminant R sera identiquement nul. . 



aux dérivées pnrtieiUs du premier ordre, €h. 7, §, 4, 15 



§• 4. 

8. Ainsi on peut satisfaire à la condition ^ = de la ma- 
nière la plus générale, en prenant une des fonctions /7|, a^ . , , , ^ 
an égaie à une fonction entièrement arbitraire de toutes les autres, 
en posant, par exemple, 

(8) /!„ = îh; (oi, CÏ2» • • • • > ^n-i) ; 

ou d'une manière moins générale, en égalant quelques-unes de 
ces fonctions à des fonctions arbitraires des autres, par exemple,^ 
en faisant 

t 

En introduisant celte dernière bypothèse dans les conditions 
(4), et remarquant, de plus, que, pour toute valeur de Tindlce 

m ^n et ^^n-^k, on a 

8a m 87gin dOi B7tm Ban—k— l 

dxi da-i da:i "*"•"• "*" 8an.-*-i dxt 
nous réduirons ces conditions à la forme suivante. 



/df 


+ 


d7Vn-k 


d%n-k 

Bai 


+ . 


..+ 


df 

8«« 


dnn\ 8«i 


( ^f 

Vfian-i- 


- + 

-1 


df 

d7Cn-k 


8«i.-fc 
8««-t-i 


+ . 


...+ 


8/ 

djCn 


dTtn \8an-fc-l 

dan-k-ij Sxi 



=0 



Multiplions cette équation par dan, et faisons ensuite la 
somme de toutes les équations analogues, obtenues en donnant 
à i toutes les valeurs entières depuis l jusqu'à n; il viendra 

/^ I y ÔTtf^k . , df Snn\, \ 

^5=0. 

^ / ^f ^ 5/ 8^n~ib ^ ^ df 8^„ \ , 
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Les fonctions «i, 0^,...., on— t— 1 étant, par hypothèse, com- 
jpeadantes entre elles, il faut alors, ponr qoe \'é- 
dflote ait lieu quelles que soient les valeurs de 
k-t, que l'on pose 

i Swh-* 8a( ""' 2«« 8a( ' 

à i successivement tontes les valeurs, depids 1 jus- 



une forme donnée des fonctions arbitraires n»-t , 

tirer des équations (10) les valeurs des quantités 
1; puis, an moyen des équations (9), les valeors 
an—hf-'t ^i après quoi l'équation (2) donnera la 
complète de la fonction z au moyen des variables 
De cette manière, le système des équatiaos (2), (9) 
ente une inté^ale de l'équation (1). Dans cette in* 
esaion (2) de x renferme i-i-l fonctions arbitraires 
fonctions données, et plus le nombre k est petit; 
ion de X est générale. Ponr i = 0, elle atteint la 
énéralitë possible. Dans ce dernier cas, les équa- 
remplacées par la seule éi|uation (8), et les équations 
guaHons 

Soi Sx Sôî ' 
our toutes les valeurs de i, depuis 1 jusqu'à n— 1. 

e qui résulte de la combinaison des équations (2), 
Sté^ipelée par Lagrange l'intégrale générale. 



s. s. 

compléter l'étude de la forme des fonctions qui 
les intégrales d'une équation aux dérivées partielles 
dre, démontrons que toute fonction donnée 3 des 
x^...., Xh, satisfaisant i l'équation (1), est renfer- 
la particulier dans le système des solutions de cette 



ûu» dérivées partUtlex du premier ordre. CA. l, g. S. 17 

ëqaaHon, qui se compose de l'intégrale complète, et des ïdI 
grales singulières et générales qui s'en déduisent. 

Soit, en effet, 

(12) i = q)(a;i, x, x„) 

la fonctioD donnée, satisfaisant à l'équation 

(l)^ F{Xi , Xn, 1, th, p„)^0. 

et soit 

(2) ' = f(x, x„ o, , a„) 

l'intégrale complète de cette équation. 

En écrivant le système des n équations 

(111 ^f - ''' 

on pourra, en général, déterminer les valeurs, constantes ou v 

riables, des n quantités a^ , du, qui vérifient ces équation. 

Ces valeurs satisfont nécessairement aussi à l'équation 

(M) /■= f 

En effet, mettons l'éqaatîon (1) aous la forme 

X = F(Xi , Xn, pi , Pu); 

en snbstitnant pour i les expressions (12) et (2), noas oblîendroi 
les deux identités 

(■5) '■=''('. "■ fe • fe). 

(•«) /■='■('■ •*■• £, &■ ■ 

La dernière de ces identités a lieu pour des valeurs arb 
trairee quelconques de Oi,...., Oh, et par conséquent aussi pot 
les valeurs de ces quantités tirées des équations (13). Mais, pt 
la substitution de ces dernières Valeurs, le second membre d 
(16) devient complètement identique avec le second membre d 
(15). D'après cela, l^s premiers membres de ces égalités dévier 
nent identiquement égaux, c'est-à-dire que l'on a f^=ip. On d< 
montrera absolument de la même manière qu'en général, si le 

valeurs trouvées pour ai On vérifient n équations quelconque 

du système (13) et (14), elles satisfont aussi à la (K-^l)'^'"^ 
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II. Si l'on diffërentie régalitë (14) par rapport à cbacone des 
variables indépendantes, en observant qne ai»...., Ont 9^ entrent 
dans le premier membre de cette équation et qui sont détermi- 
nées par les équations (13), doivent être considérées comme des 
fonctions des variables; on trouve n égalités de la forme 

Sœî ■" Soi dxi ■"••••'*" Sn^ ixi "^ dxi * 
lesquelles, en ayant é^ard à (13), se réduisent aux suivantes, 

Mais ces dernières ont la fome des équations (4); par con- 
séquent, les valeurs de Oi,...., a^, tirées des équations (13) et 
ramenant l'intégrale complète (2) à la forme (12), sont renfermées 
dans le système des valeurs générales de «i,...., a» qui trans- 
forment l'intégrale complète dans l'intégrale singulière ou dans 
l'intégrale générale. 

SI les valeurs de O],...., Hn, tirées des équations (13) et 
(14), sont toutes constantes, alors l'intégrale (12) est un cas par- 
ticulier de l'intégrale complète. Si les valeurs sont des fonctions 
des variables, satisfaisant à une ou à plusieurs relations néces- 
saires, de la forme 

Ç) («1 , II)|, . . . • , an) =s 0, 

alors l'intégrale (12) sera un cas partfeuKer de l'intégrale géné- 
rale. Enfin, si ni l'un ni l'autre de ces deux cas n'a lieu, llntë- 
grale (12) est l'intégrale singulière. 



§• 6. « 

12. Nous avons considéré l'intégrale complète de l'équation 
(I) sous la forme d'une fonction explicite z des variables ^|,...., 
Xu* Mais si cette intégrale est donnée sous la forme d'une fonc- 
tion implicite, déterminée par l'équation 

9^(j?i,«.*«, âf«, Zy Oi,..»., iiib) as 0, 

la méthode de la variation des constantes Wbitraires s'applique 
dans ce cas absolument comme dans le précédent. En effet, en 
considérant Oi,...., an comme des fonctions des variables :r|,...., 
Xn, Zy nous pourrons les déterminer d'abord an moyen àe» équations 



aux déripées partielles du premier ordre. Cà. I, §,â, ]9 



8ç) _ 



0. 



dans lesquelles nous donnerons à i toutes les valeurs depuis 1 
jusqu'à n* Nous obtiendrons ainsi l'Intégrale singulière. 

En second lieu, en supposant que an 9 aii-i»-.«.> a»— ib soient 
des fonctions entièretnent arbitraires de Oi, ii2>****> On^/t-i» on 
peut déterminer ces dernières quantités en fonction des variables 
par les équations 

^^ a. ^?-. ^^"Ji^j. j. ^^ ^"*— .n 

où Ton suppose t=ïl> 2,...m n-«-A;— L Liotégrale obtenue de 
cette manière est une intégrale générale^ et elle a sa plus grande 
généralité pour ^ = 0. 

En effet» il est facile de voir que^ dans chacun des trois 
inodes de détermination précédents des quantités Hi »..,., a«, on 
obtient» en différentiant Téquation 9 = par rapport à chacune 
des variables indépendantes» n équations 

d*une seule et même forme dans les trois cas. Par conséquent» 
la détermination de ai».\..» au au moyen de ces équations et de 
ç>=0 conduit dans ces trois cas à une seule et même équation 
aux dérivée» partielles» puisque le résultat de ^élimination ne dé- 
pend pas des valeurs attribuées aus quantités éliminées. 

13. Remarquons que» si l'équation aux dérivées partielles ne 
renferme que deux variables indépendantes^ avec une fonction 
de ces variables» ces trois variables pourront être considérées 
comme les coordonnées d'un point de l'espace. Alors l'intégrale 
complète représentera l'équation d'une surface» renfermant deux 
paramètres arbitraires. La méthode même qui sert à trouver Tin- 
tégrale générale et l'intégrale singulière au moyen de la variation 
des constantes arbitraires devient» dans ce cas» complètement 
identique avec le procédé employé en Géométrie pour déterminer 
les sttrfaces*enveloppes» savoir: dans le cas de l'intégrale singu- 
lière» en faisant varier indépendamment les deux paramètres; dans 
le cas de Tintégrale générale, en établissant entre ces paramètres 
une dépendance arbitraire. 



îl* 



90 
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«7. 



14. Nom «tms w (}. 4», art. 9) qfe U \mmt U 
ral# d# la Umtûan ezplicito 2 liatigfawaaf à r cqaati a a aax déri- 
féêê paftieiiea <hi prenier ordre 



€êî la aoi^aate. 



qui reofenae daoa aoo expr«aaioo lea m irariablea iodépeadaateé» 
afif»0*0, Xuf poia »'— 1 fonetiona données indépendantes entre 
ellea, Oiy**, On^i de eea variablea, et enfin ane fonction arbi- 
traire n de eea fonetiona donnéea. 

Conaidérona on caa particolier de cette forme générale, celui 
où / |e contient explicitement ni a?!,... , Xnt ni aj,...., a»~i; 
noua aurona alora 

(1) x£=/X»(a|,.., Oii-i)], on aimplement ^^n(ai,.., On^i), 

puiaque n eat une fonction arbitraire. ' 

L'équation' aux dérivées partielles do premier ordre correapon* 
dante à cette forme d'intégrale a'olrtient très-simplement^ en a'ap- 
payant sur le théorème do §• 3., en vertu duquel le déterminant 
fonctionnel des fonctions z, a|,....« On-i est égal à zéro, lors- 
qu'on a entre eea fonction la relation (I). U vient, d'après cela. 



(2) 



8i_ 
Bai 



Bz 

#^"'^ • • • • 



Sxu 

Bxm 



Ban^ 



Sa.- 



«-1 



Bx^ 



Bon-^l 



= 0, 



ou, en développant le déterminant de degré n, qui forme le pre« 
mier membre de cette équation, solvant les déterminants partiels 
de degré n— 1 , qui ne renferment pas les éléments de la première 
ligne horiaontale. 



■tafiiifek. 



aux dérivin partteUes au premier ordre. Ch. il, f.7. 

<') «.ST. + «•&, + •■■+ «■& = "• 

les ca«fltcientB A,, R^,..., R„~i étant les détermiDants de d 
n — 1 formés avec les ëlémeota du déterminant (2), en Bupprii 
constamment la première ligne horieontale, et a 
1", la 2*,...., la K""* ligne verticale, déserte qae 



^=(— I)t»-i)K-") 



5bi_ 3o| ddi 8fl| 



dou—i flan— 1 8au~i y Soh— i 
Ba;i+i ' ' " Sasa Sxt ' '" ^i—i 

L'éqaation (3) est de forme linéaire par rapport aux déri 

partielles « — >...» g—; elle n'a pas de terme qui ne conlîi 

aucune dérivée partielle, et ses coefÛcients ne contiennent pa 
fonclian x. 

K. Prenons maintenant la seconde forme de Tint^rale 
nérale (j. 6.)> ' 

ip[Xi,...,, Xu, I, a, an-,1, 7E(a,,...., an-i)]=:(t, 

par laquelle l'inconnue i est déterminée comme fonction împi 
des variables indépendantes. Ici <f> désigne une fonction doii 
71 une fonction arbitraire, et les fonctions données Oj,...., 
contieiineal, outre les variables indépendantes, la fonction z 
même. v 

Considérons le cas particulier où a, , Oni-i n'entrent 

direclemeiil dans <p, mais seulement par la fonction n; alors 
quation précédente est de la forme 

9[ari , Xn, i, «(d, , a,_i)] = 0; 

en résolvant cette équation par rapport à n, il vient 

«(ai. '^«-■^ — %{xx «n, ï). 

2 désignant une fonction connue. Si l'on pose, pour l'unifort 
2^(Ib, et qu'on profile de ce que la fonction n est arbitraire, 
pent remplacer la relation précédente par celle-ci qui lui 
équivalente , 

(4) n(ai, Ot,.-.., Oh_>, a.) = U. ♦ 

Voyons de quelle forme est l'équation aux dérivées parti) 
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de. la fonction i qui correspond à la forme d'intégrale (4). Pour 
ramener ce cas au précédent, prenons d'abord i'équation 



(5) 



y ss «(cï,,...., a»); 



en vertu de cette relation entre les fonctions y, ai^...., any il 
s'ensuit que leur déterminant fonctionnel est oui, cest-à*dtre que 
l'on a 



(6) 



on 



(7) 



Sy 


Sy 


ôy 


ixi 


t\ • • • 
Sx^ 


Sx 


9^1 


dni 


doi 


8x, 


8ar,-- 


i 


San 


dan 


Ban 


3;r, 
1. i?r 


f\ • • • 


Bx 

-1 



= 0. 



'^"a^ + «^''a^+-'+*'"+4x = 0' 



^(0 étant un déterminant de degré n, formé d'une manière ana- 
logue aux Ri de l'art, précédent 

Mais si, entre les fonctions a|,...., an, on établit la relation 
(4)^ alors on a 

et z peut être considéré comme une fonction de :r|,...., a:»* En 
différentiant dans cette hypothèse la dernière équation par rap- 
port à chacune fies variables indépendantes, nous obtenons les n 
équations 

Sy oy dz , - 
^i^Bx â^. («=1> 2,...., »), 



an moyen desquelles l'équation (7) se chaoge dans la suivante 
(8) 



RW p- + Rm -p- +....+ RM. ^z= «(»+!) . 
Bxi oxf ' axn 



Cette dernière ^équation est encore linéaire par rapport adx déri» 
vées partielles de la fonction z; mais elle est d'une forme plus 
générale que l'équation (3), puisqu'elle a un terme R^^-\-^) qui ne 
renferme ^as les dérivées partielles de 2, et que la fonction 2 
elle-même entre dans les coefficients avec les variables indé- 
pendantes. 



I 



aux dérivées partielles du premier ordre. Cà, If, S» 7, 2S 

16. Ainsi se trouve établie la forme la plus générale d'une 
relation primitive entre les variables indépendantes et une fonc- 
tion de ces variables, conduisant à une équation linéaire par rap- 
port aux dérivées partielles. Cette équation linéaire peut être, 
par conséquent, de Tune des deux formes générales (3) ou (8); 
mais Tanalyse précédente fait voir que de Téquatioa (8) on peut 
remonter à l'équation (7), qui est de la même forme que (3), si ce 
n*est qu'elle contient une variable indépendante de plus. L'é« 
quation (6), équivalente à (7), est vérifiée Identiquement, si l'on 
substitue à la fonction y une quelconque des fonctions ai,..., On, 
puisque le déterminant qui forme le premier membre de cette 
équation a dans ce cas deux de ses lignes horizontales identiques 
entre elles. Par suite, cti,...., a» sont n solutions ou intégrales 
particulières de l'équation (7), et l'expression la plus générale de 
la fonction y est, comme l'indique la formule (5), une fonction ar- 
bitraire de ces intégrales particulières. Enfin, cette fonction ar- 
bitraire, étant égalée à zéro (on à une constante arbitraire, ce 
qui n'augmente en rien la généralité), donne, comme le montre la 
formule (4), l'intégrale générale de l'équation (8). 

D'après cela, on peut déjà prévoir la marche générale de 
l'intégration d'une équation linéaire de la forme (8), lorsque les 
coefficients 12(^ sent des fonctions données quelconques de â?!,.., 
Xnt i' On la ramènera à la forme (7), puis on déterminera n 
fonctions indépendantes vérifiant cette équation (7). Alors, en 
égalant à zéro une fonction arbitraire de ces n fonctions, on aura 
l'intégrale générale de l'équation considérée. 

Cette prévision est pleinement confirmée par la théorie ex- 
posée dans les deux paragraphes suivants. 

§. 8. 

17. La grange, après avoir établi une première théorie de 
l'intégration des équations linéaires, fa présentée finalement sous 
la forme suivante. 

Prenons une équation linéaire par rapport aux dérivées par- 
tielles, de la forme générale 

dz dz dz 

dans laquelle Ay ^^i,..... An désignent des fonctionsi données de 
:ri,*« ••, x% et de z. 
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Représentons son intégrale par Téquatîon 

(10) y(a:i,...., xnf 2) = 0, 

au moyen de laquelle on pourra déterminer i en fonction de â?i,../ 
Xn» En la différentiant dans celte hypothèse par rapport à cha- 
cune des variables indépendantes^ nous aurons les n égalités 

8y dt dy 



dt dûCi dxi^ 



(£= 1, 2,...., «). 



Par conséquent, en multipliant l'équation donnée par ^ , et trans* 
portant tous les termes dans le second membre/ on obtient Fëgalité 

(11) o==^|+^.|; + ....+j.^. 

P* autre partj en considérant z comme une fonction déterminée par 
Téquation (10), et prenant la différentielle complète de y dans 
cette supposition, nous aurons identiquement 

df=: 0. 
Or 

Sy hy ôy 

rfy = g-^ &+ g^ rfari + ....+ g^Ar,; 

donc, en substituant ici la valeur d'une des dérivées partielles de 

dy 
y, de^iP^r exemple, tirée de l'égalité (11)» il viendra 

Cette expression montre que dy deviendra identiquement nul, si 
entre les variables a:,...., Xny z on établit des relations satisfai- 
sant aux équations 

' A A ^ 

(12) àxi—-2 dz=zO, ... ., dxn—jdz = 0. 

Mais pour les n équations simultanées aux différentielles ordi- 
naires (12) du premier ordre entre n-\-\ variables, on peut déter- 
miner n intégrales distinctes, renfermant n constantes arbitraires 
O],...., an» Supposons que ces intégrales, résolues par rapport 
aux constantes arbitraires, soient 

(13) 9>i (O^i, . . 9 Xm z) = ai9s^>2.{^i f,Xnf 2)=fl2» • • > 9«(^i> • • » ^»* *) = fl«. 
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Aa moyen de ces n équations, représeotant les intégrales des 
équations (12), on peat aussi exprimer n des variables a^i, .., âTn, 
2 en fonctions de la variable restante et des constantes arbitrai- 
res. En substituant ces expressions dans la fonction y{a:i,..,œn*i)9 
la variable restante, en fonctions de laquelle sont exprimées 
toutes les autres, devra disparaître d'elle-même, puisque dy doit 
être nul. Par conséquent, après la substitution, y ne contiendra 
plus que les constantes arbitraires a^, • . . . , On. 

De là il s'casuit évidemment que la forme la plus générale 
que puisse avoir la fonction y pour satisfaire à la condition pré- 
cédente, est la forme 

n désijgnant une fonction complètement arbitraire, et 9)1, ç)^,...., 
9^11 étant les fonctions qui forment les premiers membres des 
équations (13). En effet, si l'on résout les équations (13) par 
rapport à n quelconques des quantités X|,...., Xn» 1» et que Ton 
substitue de nouveau les valeurs obtenues dans les équations d'où 
elles ont été tirées, celles-ci devront se réduire à des identités, q>i 
se changeant en Hi, q>^ en a^f etc. Par suite, l'intégrale géné« 
raie de Féquation (9) est 

^ (9i> 9t» • • • • » 9») = 0. 

C'est à peu près sous cette forme que la théorie des équa- 
tions linéaires a été exposée dans la Leçon XX du Calcul des 
Fonctions (édition de 1806). Lagrange, après avoir déve* 
loppé cette théorie pour le cas de deux et de trois variables in- 
dépendantes, ajoute: „ L'analyse précédente est plus simple et 
plus directe que celle que j'ai donnée dans la Théorie des 
Fonctions (n''. 101); c'est ce qui m'a engagé à la mettre ici, 
d'autant qu'elle s'applique avec la même facilité aux équations 
semblables entre un plus grand nombre de variables. Dans les 
Mémoires de Berlin de 1779, je m'étais contenté de prouver, 
a posteriori, la légitimité et la généralité de la méthode." 



§. 9. 

18. D'après la théorie de Lagrange, l'intégration de l'équa- 
tion linéaire aux dérivées partielles (9) se ramène à l'intégration 
du système d'équations simultanées aux différen^elles ordinaires 
(12). Mais, comme la fait voir Jacobi (Journal de Crelle, 
T. H), les solutions de ces deux questions sont liées par une 
dépendance mutuelle. La démonstration de cette proposition 
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complète et édaîrcit la théorie de Lag range, et nous fournit en 
fliéme temps Toccasion de présenter une esquisse générale de la 
théorie de l'intégration des équations simultanées de la forme (12). 

Les équations (12) peuvent s'écrire sous forme de proportions» 

dz dûHi ^^n 

il Al An 

lesquelles sont l'expression de ce problème : Etablir entre les varia- 
bles Zy ^i>...« 07» des relations telles » que les différentielles de 
ces variables soient proportionnelles aux fonctions données A, Ai»,,, 
An- En prenant une des variables, x par exemple, pour variable 
indépendante, on peut considérer toutes les autres ârj,...., apn 
comme des fonctions de z, et les équations précédentes, écrites 
sons la forme 

dxi Al dxn An 

donneront les expressions des dérivées premières de ces fonctions 
au moyen de z, ar|,..., â;». U est facile d'en déduire des expres- 
sions semblables pour les dérivées d'ordres plus élevés de ces 
mêmes fonctions. Pour cela, en différeniiant, par exemple, l'é- 
quation 

dxi ^ Ai 
dz '^1 

plusieurs fois consécutivement par rapport à z^ considéré comme 
la variable indépendante, dont or^,..., x^ sont des fonctions, et, à 

mesure que '^9***> ~^ s'introduisent dans les seconds membres, 

les remplaçant par leurs valeurs respectives -j,... ., --j» on ob- 
tiendra les expressions demandées, qui seront de la forme 

/ dxi _^Ai ^ 

J "jlT — T — VJ \^9 ^1,...., Xn)9 



dz ^ A 
d^xi 



(14) 



dz« 



= i^a (2, OTi ,. . . . , arn). 



d^Xi 



On trouvera de cette manière les expressions des dérivées d'or- 
dres supérieurs de toutes les fonctions Xi»..,,, Xn- 
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Supposons roaintenaat qvkk une valeur particulière donnée s® 
de la variable Indépendante z correspondent des valeurs a?|^, 
^a^4***> ^u^$ choisies arbitrairement pour les fonctions Xi, x^,.., 
Xn* On pourra développer alors chacune des fonctions Xy^.,, Xn 
en série infinie par la formule de Taylor. On aura de cette manière 

(j — 20)1 

Ainsi se trouve démontrée Texistence des n fonctions cherchées, 
remplissant les conditions voulues, et nous voyons en même temps 
que toutes ces expressions renferment les mém^s constantes ar- 
bitraires Xi^,.,,, Xtfi. Pour ce qui est de la quantité 29^ elle doit 
être considérée comme une constante donnée, par exemple comme 
un nombre donné. Remarquons encore que» au lieu des con- 
stantes arbitraires Xi^,..., Xtfi, on peut en Introduire d'autres, 
liées avec les premières par des relations arbitraires, pourvu que 
les nouvelles coni^tantes arbitraires puissent être déterminées de 
telle manière que, pour une valeur donnée quelconque de z» les 
fonctions Xi,.., Xu puissent prendre des valeurs choisies à volonté. 

m 

19. Pour déterminer les expressions finies des n fonctions 
cherchées xti,..., Xn» U faut, en général, trouver n équations, 
nommées intégrales, entre ces fonctions, la variable indépen* 
dante s, et n constantes arbitraires. Ce problème peut être résolu 
dans certains cas, sans élever Tordre différentiel des équations 
(12), et le succès dépend finalement de la forme des fonctions 
données A, Ai,..,, An» 

H existe encore un autre procédé: Télimination de it — 1 des 
fonctions inconnues, et la réduction du problème à l'intégration 
d*une seule équation différentielle ordinaire du it'^'"' ordre. Pour 
cela, prenons, par exemple les n premières équations (14), et éli- 
minons entre elles les n — 1 quantités â?i,..., Xi-i, Xi^i,..,, Xn* 
Nous obtiendrons de cette manière une seule équation entre z, la 
fonction Xi de z et les dérivées de cette fonction jusqu'au n'^"** 
ordre, et cette équation sera de la forme 

• ^' dz'"'* dz* ;-.u. 

l)n^ équation de l'ordre n entre deux variables a, comme on sait, 
n intégrales premières, qui se présentent sous la forme d'équa- 
tions différentielles de l'ordre n«-l, renfermant chacune une con- 



y 
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stante arbitraire. En résolvant ces équations par rapport aux con- 
stantes arbitraires C|,..« Cu, nous aurons n équations de la forme 



(16) 



il U» *t» dz *"" di^-^ ^ "" ^^* 






On peut obtenir un système d'équations équivalent à eelui*ci, 
en trouvant l'intégrale complète de l'équation différentielle du 
alterne ordre» laquelle renferme n constantes arbitraires , en la diffé- 
rentiant n — 1 fois, et tirant des n équations ainsi obtenues les 
valeurs des constantes. 

20. En substituant dans les équations (15) les valeurs (14) 
des dérivées de la fonction xt^ nous obtiendrons les n relations 
cherchées entre z, oti,....» œu* ou les intégrales des équations 
(12), lesquelles peuvent s'écrire ainsi, 

(16) 9>i (** *!»•••> ii?ii)==Ci,..., 9>ii(z> a?!,...» â;fli)=CB> 

Les équations (16), devant être les intégrales des équations 
(12), jouiront de cette propriété, que si, au moyen de ces 
mêmes équations et des autres, on en déduit des relations entre 
les variables z, oti,..., Xn ne renfermant point de constantes ar- 
bitraires, ces relations devront être des identités. Dans le cas 
contraire, en effet, nous ne pourrions glus, pour une valeur don- 
née de 2, choisir à volonté les valeurs correspondantes de a?i,.., Xn- 

Remarquons encore que les premiers membres des équations 
(IÇ) représentent n fonctions qui restent constantes pour les va- 
riations simultanées de z, â^i,..., Xm» Par conséquent, leurs dif- 
férentielles sont égales à zéro. 

D'après cela, on a 

dq>i = 0, 

ou 

8yt- S^Pi dxi_ • ?5!i ^« -. 

hz hxi dz **" dxn dz 

En mettant pour -j^, ..., -j^ leurs valeurs tirées des équations 
(12), et multipliant le résultat par A, il vient 



ik. 
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équation qui représente une relation entre 2, :ri,. .., x*, et qui ne 
contient aucune constante arbitraire. Donc, d'après la remarque 
précédente» cette équation doit être identique. 

Par conséquent, les fonctions qui forment les premiers mem- 
bres des équations (16) satisfont à Téquation aux dérivées par- 
tielles 

que nous avions dans le paragraphe précédent. Il y a plus : une 
fonction arbitraire d'une, de plusieurs ou de la totalité de ces 
fonctions satisfera pareillement à l'équation (11). En effet, si l'on 
convient, pour abréger, de représenter par A(y) le premier mem- 
bre de Téquation (11), nous aurons identiquement 

A((pi):=0,...., A(q>n) = 0. 

En prenant une fonction n des fonctions 9>i,«..., ç^n, il vient 

Sjc dn d(pi ' dn Bipu 

^ ■- 8^ U + • •• + 8^ IT • 

dit dit dfPi hn d(pn 

dxi 5^^ 8Ï7 **" dtpn Sxi* 

Multiplions la seconde de ces équations par Ai, et ajoutons 
la somme des expressions analogues pour t = l, 2,...., n, à la 
première équation multipliée par A; il viendra 

^ ^^^ = ^^'*<9^^^+•••+^^^^9^«>• 
Or le second membre de cette égalité est identiquement nul; il 
efn est donc de même du premier. 

Enfin, la supposition de y = permet de considérer z ou Tune 
des quantités Xi,..., Xu* par exemple xt, comme une fonction 
de toutes les autres variables; dans ce cas, l'équation (11) se 
ramène à l'une des suivantes. 



:| 
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et réqaation 

sera l'intëgrale complète de ces équations aux dérivées partielles. 

Ces conclasioDs sont complètement conformes à la théorie de 
La grange, et» en les prenant pour bases, on pourra considérer 
la méthode d'intégration des équations linéaires aux dérivées par- 
tielles comme une simple addition aux propriétés démontrées 
plus haut, des intégrales des équations simultanées de la^'forme (12). 

21. Pour achever de mettre en lumière la liaison intime et 
la dépendance réciproque des deux problèmes de l'iiitégralieii i» 
l'équation (11) et de celle des éqoadons (12)» démontrons encore 
le théorème suivant: 

Toute fonction i^ des variables 2, Xf,...., or», satis- 
faisant à réqvation linéaire aux dérivées partielles 
(11), eenserve une valeur constante» lorsqu'on fait va- 
rier simultanément la quantité x et les quantités â?|,..» 
Xn, considérées comme des fonctions de 2 déterminées 
par les équations (12); et par conséquent 

fff =s consl 

est une des Intégrales du système d'équations simul- 
tanées (12). 

En effet» en prenant la différentielle de ^ dans l'hypothèse 
de â?i»...» Xn fonctions de 2, on a 

or» en vertu des équations (12)» 

dx\ Al dxn ... An , 

dT"" A"'* d% '^ A' 

donc 

dtf; = i<(if^).2- 

D'après les conditions du théorème, A{^) e^i identiquement égal 
à zéro. Partant» 

di\> is 0, d'où Hf = const. ; 

ce qu'il fallait démontrer. 



li 
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De là résulte: F. Qu'ayant dëterminé d'une manière quel- 
conque n fonctions distinctes ou indépendantes entre elles 9>i»..., 
qfn, satisfaisant à {'équations (11), nous aurons un système com- 
plet d'intégrales des équations (12), sous la forme 

9»i =s const. == C| , 9)^ = const. = c^, . • . » ^n = const.' = €«; 

2^. Que» connaissant un système d'intégrales des équations (12), 
tel que le précédent, on peut former un nombre Infini d'autres 
systèmes, de la forme 

% (9^>-«» 9>«) = const. =: cC*), 
n^ (q>if...9 tpn) = const. =: <K*), 



itu (q>i, • •• * (pn) s= const. = c(*). 



11 est clair que ce passage d'un système d'intégrales à un 
autre revient à remplacer les constantes arbitraires primitives par 
de nouvelles constantes, liées avec elles par des relations choisies 
arbitrairement y 

7ti(ci,..., Cil) = c(*),..., îrn(C|,..., Cb).= c("). 

22. Parmi les différents systèmes d'intégrales des équations 
(12), celui qui, dans beaucoup dé cas, mérite la préférence est le 
système dans lequel entrent, comme constantes arbitraires, des 
valeurs arbitraires â?i®,.., Xffi des fonctions âTi,.., Xu, correspon- 
dantes à une valeur quelconque i^ de la variable indépendante 
z. Il est facile de déduire ce système d'intégrales d'un autre' 
système donné quelconque, par exemple, du système (16). En 
supposant que, pour 2=2^, on ait, pour valeurs correspondantes, 
:r|=ari^,..., Xn^=^XfP, nousaurons, entre les anciennes constantes 
et les nouvelles, les relations 

Vi(*^» a?!®,..., Xffi) = c,,.;., 9ii(2^ ari^..., Xn^) = c,, 
ou, en résolvant ces équations par rapport à a?|^,..., x\. 

Si l'on substitue ici les valeurs de C|,.., Cn, tirées des équations 
(16), nous aurons le système demandé d'intégrales, sous la forme 

Ç)l(«» a?|,..., Xn)^tpi{t^y a?!®,.,., Xn% 



^n{z» a?!,..., a:«) = 9«(*^ ^i^-.. ^n**). 
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on encQire sous celle-ci 



Chapitre III. 

* 

§. 10. 

23. Nous allons maintenant considérer le problème de l'inté- 
gration des équations aux dérivées partielles du premier ordre de 
la forme la plus générale» c'est<*à*dire» sans restriction relative au 
nombre des variables indépendantes ou à la forme de l'équation. 

En conservant les notations adoptées au §.1, représentons 
encore le type général de ces équations sous la forme 

(1) F(a?i,..., Xut 2, Pi,..., pn) = 0. 

La détermination Immédiate de l'intégrale générale de l'équation 
(1) constituerait un problème trop complexe; à cause de cela, on 
cherchera d'abord son intégrale Complète, renfermant n constantes 
arbitraires, de laquelle, comme on l'a démontré plus haut (Chap.I, 
§§. 2. — 6.), on déduira ensuite, par la variation des constantes ar- 
bitraires, le^ intégrales générales et l'Intégrale singulière. Une 
*autre manière de traiter le problème consiste, au lieu de déter- 
miner immédiatement l'intégrale complète, représentée par une 
équation entre les variables indépendantes oti,...., âr«i, la fonction 
z et n constantes arbitraires, à chercher d'abord les expressions 
des dérivées /partielles pi,..., p» de la fonction z. En substituant 
ces expressions dans l'équation 

(2) dx = pidxi -t-p^dx^ + .... +pndxnt 

qui donne la différentielle totale de la fonction 2, et intégrant 
cette équation, on obtient l'intégrale complète cherchée. Si l'on 
met cette dernière sous la forme d'une équation résolue par rap- 
port à une des constantes ai,..., an, on a 

(3) A^i,-.., ^«, Zy «1»...» a«*-i)5aaii; 

d'où, en différentiant par rapport à chacune des variables indé- 
pendantes, on tire 
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J/ df_ 

dxi dxn 

Pi — gp »••'•> Pn — ^ • 

' dz dz 

Par suite, Pi,"*,pn doivent être des fonctions de â?i,*., Xn^ 2» 
et renfermer dans leurs expressions n — 1 constantes arbitraires 

<1| , • • . y On — !• 

De plusj pour que l'équation (2) admette une intégrale > telle 
que (3), il est nécessaire que les fonctions pi,»'>, pn remplissent 
les conditions d'intégrabilité, lesquelles sont de la forme 

S^k'^ dz P^^ dxi + dz P'' 

i et k représentant tour à tour toutes les combinaisons différentes 
des nombres 1, 2»..., n, pris deux à deux. Par suite » ces con- 
ditions sont au nombre de ^ ' ^^ ^^ ^^^ écrira toutes, sans 

omissions ni répétitions, en donnant à l'indice i les valeurs suc- 
cessives 1, 2,..., n — ], et, pour chaque valeur de i, donnant à 
l'indice k successivement toutes les valeurs plus grandes que t, 
jusqu'à n inclusivement. 

Introduisons, pour abréger, la notation suivante: u étant une 
fonction quelconque, qui renferme, outre les variables indépen- 
dantes Xi,,,», Xn\ la fonction z de ces variables, nous représen- 
terons la dérivée partielle de u par rapport à l'une des variables 

(8ti \ 
g— 1> au lieu d'écrire 

P~^ + ô"/>t« D'après cette convention, le type général des condi- 
tions d'intégrabilité prendra la forme 



<^) (fe) = (fe> 



§. 11. 

24. Pour déterminer' les n fonctions pi,...., pm qui condui- 
sent, par l'intégration de l'équation (2), à l'intégrale complète de 
(1), il faut en général trouver n équations entre ces fonctions, 
les variables oti,...., Xm t et n — 1 constantes arbitraires ax,.*., 
an-^x» Nous avons déjà une de ces n équations, savoir, l'équation 
aux dérivées partielles donnée (1); il reste à déterminer les n — 1 

3 



i 
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autres. En siippoiaot ce« dernières résc4ue« par rapport aux 
constantes arbitraires, représentons le système coDsîdéré des n 
équations comme il suit, 

(5) F = 0, F,=«„ F,= «, F«-i = <7._i, 

F|, Fu-t désignant, comme le premier membre F de l'équa- 
tion donnée (1), des Tonctions de Xi,..,, Xm, t, pi,..., pn, qnî ne 
renferment pas de constantes arbitraires. 

De cette manière, au lieu de déterminer n fonctions pi,.-,p», 
renfermant, avec les n-|-I variables, n — I constantes arbitraire», 
le problème se ramène à la rechercbe de n — 1 fonctions F,,..., 
Fn-t, de 2n + I variables chacune, mais ns renfermant pas de 
constantes arbitraires. Pour la détermioatinn des fonctions;],,.., /»■, 
on donne les équations de condition (4). Voyons quelles conditions 
doivent remplir les fonctions F|,...., F.— i, en supposant que les 
valeurs de pi,...., pn, tirées des équations ($), satisfassent aux 
conditions (4). Pour cela, prenons deux quelconques des équations 
(5). par exemple, les équations 

Fi = au Fk — ok, 

et différentions>les snccessivement par rapport à cbacune des va- 
riables indépendantes :ri, .... x». On trouve, en diff^rentiant par 
rappOTl à s, , 

\Sxt/^ dp^ydxj^ dp,\SxJ+--^3p,\dxtJ~^' 

/3FA 3fi /3£^\ 3F*/3p,\ 8^*/»^- n 

K^J + 8p, \SxJ * 8p»\dxJ +' ■ + :ap. \dxj-^' 

en différentiant par rapport à x^, 

UiJ ^ IpAdxJ* Sp,\.lI,J*■■■■*Sp.{.B:,J-"• 
fiFl,\.3F^(Sp,\.BF,/Sp,\ dFif3p.\ 
(SxJ + 8p, Ks^J * Ip, VW + ■ + 5^ Wj " "' 

et ainsi dtt suite ; enlin, en différenliaat par rapport à Xn, 

fiF,\ SF,fap,\ sj\ pp,\ sr, /sp.\ _ „ 

/eft\,8n/8pA 9ft/8£,S .?Ft?»p.\ „ 



(6) 
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Eliminons, entre les deux premières équations précédentes, (g^ )> 
entre les deax suivantes, (â^)»***** enfin, entre tes deux der- 
nières, ( g^V Nous obtiendrons ainsi les n équations 

\dxj Bpi dpi \ dxi) ^ \ dp2 Spi " dpi dpt ] \?xj 

^ (dFidFk dFidFk\/dpn\ rt 

V ôx,/ dp^ dp^ \ dxj ^ \ dpt Bp^ dp^ dpi ) Xdx^/ 

[SjFi^SJÏ_dFidFk)/dpn\^Q 

/8FA an af< /an\ (dFidFk_SFidFkWdpi\ 

\ BXn) dpn dpn \dxnj \ ^ Bpn Ô/?n ^ ) XjèXnJ 

. _^{9FidFk dFj BFk \^Bpn^i\_^ 

^ + [dpn^l Bp,'^ BpnSpn-l] \ Bxn /"" "' 

25. Introduisons maintenant les conditions d'intégrabilité (4), 
et remarquons que, dans les équations (6), les coefficients des 

quantités (g^ ) et (g^ )» q»*" doivent être égales en vertu de ces 

conditions, sont eux-mêmes égaux en grandeur, mais de signe 
contraire. Si nous faisons la somme de toutes les équations (6)> 
tous les termes, à Texception des deux premiers de chaque équa- 
tion, se détruiront deux à deux, et nous obtiendrons Téquation, 

^^ /SJFj\BFk SFir8Fk\. .^^\^Fk_8Fi/BFk\ _ 
^^^ KBxjBpi^ 8p\BxiJ^"^\BxJSj^n BpnKBxJ "" ^' 

qui devra être satisfaite par toutes les combinaisons deux à deux 
des fonctions qui forment les premiers membres des équations (5). 

La loi de composition du premier membre de Téquation (7) 
an moyen des dérivées partielles des fonctions Fi et Fk est évi 
dente; nous adopterons, pour le désigner, le signe conventionnel 
[Fi, Fk]* D*après cela, le type général des conditions auxquelles 
doivent satisfaire les fonctions F, Fj,...., F^^i, sera 

(8) [F,-, FJ = 0, 

£ et U représentant toutes les combinaisons différentes des indices 
0, 1, 2,...,, n— 'J, pris deux à deux, avec lu supposition de 






1 
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u A» plos que, si dana l'éqnatioa (î) «ne d 
'k est dttanée, cette équatûm «en de fonnc 
IX durées partielles de l'antre roaetîon, qai 
par exemple, en faisant, dans l'équalion (7), 
r aaîte, l'éqnalioD aoua la forme 

(3F 0fl8F( (3F 0Fl5Fi 

( 3F ^ BFl 3Fi „ 

le équation linéaire par rapport aux dérîvi 
dont l'intégration (Cbap. H, §g. 8 et 9) se r 
1 système snivant d'équations simultanées 
tinaires > 



8i, a*. 

dF ■■• 8f 




8pi 8pB 




<<: 




»• 8*"^ ^ 8F 






■ 8f 8 
8ï, + ''-l 



ODSîdérant le nombre et la forme des équat 
desquelles se' ramène notre problème, il 
que le cas de deux variables indépeïid: 
autres par sa plus grande simplicité. I 
alors, pour compléter l'équation donnée 
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\\ suffit de former une autre équation 

dont le premier membre F| vérifie la condition unique 

[F, F,] = 0. 

Cette équation est^ comme nous l'avons vu^ une équation 
linéaire par rapport aux dérivées partielles de la fonction F|, 
dont Tintégration se ramène à l'intégration du système (10) d'é* 
quations simultanées aux différentielles ordinaires, lequel prend, 
dans le cas actuel, la forme 

dxi dx^ dz 



dF -- dF '^ dF dF 

_ —dpi —dp^ 

' ^ dJF dF-^ dF dF' 

da:, + ^1 & SoTa + ^« Si , , 

ËD outre, il est évident qu'il suffit de déterminer seulement une 
intégrale F^ = <ix de ce système, qui renferme au moins une des 
quantités /7|, p^» et une constante arbitraire fl]. A l'aide de cette 
intégrale et de l'équation donnée, on déterminera les expressions 
de pi et de p^. En substituant ces expressions dans l'équation 

dz — pi dxi — p^dx^ = 0, 

l'intégration de cette équation, multipliée, s'il est nécessaire, par 
un facteur d'intégrabilité, fera connaître l'intégrale complète 
cherchée. 

27. Pour éclaircir cette méthode, appliquons-la à l'équation 



dz 
dx 



ifô>] *<->&=•• 



ou 

Le système correspondant d'équations différentielles simultanées 
prend ici la forme 

dxi dx% dz ' 
dpi dp^ 
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mée eu égalant le premier et le dernier de ces t&y- 
)R l'inlëgranl, 

au moyen de l'équation donnée. 



ces valeurs de pi et de p^ dans l'équation 
dx—pjdxj — p^dx^ = 0, 

, multipliée par 
1 forme 

.)(±V(^)"+'-H^)-4=«- 

:égraie complète de l'équation donnée aéra 

(±f^pf+T + af°i)(..+^,. 

ind, dans le Mjatéme d'équations «multanëea, l'é- 
en égalant les deux derniers rapporta, l'intégialion 



une nouvelle coostaDle arbitraire. Au moyen de 
et de l'équation donnée, on trouve 



I — a = —s j^ + «1, 
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par conséquent, 

1 

En divisant cette équation parV 1, et intégrant, on ob- 

tient l'intégrale complète de l'équation donnée, sous cette autre 
forme^ 

2 V^«i ^fz — o — «1 — («1 Xj + x^ = a^ 
ou 

(a, .Ti +_£« + «,)« 
4or| 

o^ étant une nouvelle constante arbitraire. 

28. La méthode précédente pour l'intégration des équations 
aux dérivées partielles à deux variables indépendantes a été 
établie par Lagrange dès Tannée 1772. 

L'équation linéaire à l'intégration de laquelle il ramène Je 
problème n'a pas la forme symétrique de l'équation [F, F|] =0; 
mais elle renferme moins de variables. Exposons en quelques 
mots le procédé de Lagrange. 

Les dérivées partielles /^i, p^ doivent être considérées comme 
des fonctions de aT], or^» z, dont II suffit de déterminer une 
seule, la valeur de l'autre se déduisant de l'équation donnée 

F(a?i, x^ ï, pi, /?2) = 0. 

Si l'on substitue, réciproquement, ces deux valeurs dans 
cette même équation, elle se changera en une identité: par con- 
séquent, on pourra la différentier^ non seulement par rapport àar|, 
mais encore par rapport à z, considéré aussi comme une variable 
indépendante. Nous aurons, de cette manière, 

dxx Spi dxi dp2 dxi * 

dz dpi dz 8/?a dz 
En y joignant la condition d'intégrabilité 
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et éliminant entre les trois ëquationa prëcëdeotes les dérivées 
partielles de p^, on obtient, une équation linéaire par rapport aux 
dérivées partielles de la ronction pi. 



SFSpt BF 



SFdpt / SF ^\^Pi 

+ dp, Ba:, "•" V'^ 0/>, + '*» SpJ a* 



dans les coefficients de laquelle p^ doit être remplacé par sa va- 
leur tirée de l'équation donnée F=0. Par celle équation, pi est 
déterminé en fonction de :r, , x^, i; puis la valeur de ta fonction 
p, se déduit de l'équation donnée. Les deux fonctions satisfont 
à la condition d'iatégrabîlité , qne l'on a prise pour base de leur 
détermination. Donc, par la substitution de leurs valeurs, l'é- 
quation 

dz — pidxi — ps(£ra = 

devient iotégrablc, et son intégration fait connaître la solution 
cherchée. 

Remarquons que l'équation linéaire précédente conduit au 
système d'équations simultanées 



"3F~ W — dF 



or ar or or or 

w, '''>P*'''îp, Sï", +'^E 



qui est évidemment te même que celui de l'art. 26, à cela près 
que l'on y supprime le dernier rapport, et que l'on y remplace p, 
par sa valeur tirée de l'équation F = 0. Les deux procédés sont 
donc au fond complètement identiques, et conduisent à une seule 
et mémo solution, si l'on se borne à déduire du système précé- 
dent d'équations simultanées une intégrale renfermant pi et une 
constante arbitraire. Mais Lagrange avait cru d'abord que, pour 
avoir l'expression de px, il fallait déterminer l'intégrale générale 
de l'équation linéaire, laquelle doit être de la forme 

93 = "CVi- Va). 
en désigoant les intégrales du système correspondant d'équations 
simultanées, résolues par rapport aux constantes arbitraires, par 



aux dérivées partieiies du premier ordre. Ch, Illy §, 42. 41 

9>i (a?i, œ^, X, pi) = const = «, 
g>2(xi, x^ z, Pi) = const. =: p, 

9^(^19 *^2y ^y Pi) = const. =5 y, 

et reprësentani par la caractéristique n une fonction arbitraire. 

Si Ton appose que de Téquation qui représente Tintëgrale 
générale on puisse tirer la valeur de pi sans donner une forme 
particulière à la fonction n, nous aurons aussi cette fonction dans 
l'expression de p^. Cependant il est évident que, entre une re- 
lation primitive qui lierait Xi, x^ z, et qui serait de la forme 

f[xi, ara, i, «(ç),, y^)] = 

(f étant une fonction donnée, et n une fonction arbitraire), et les 
deux équations obtenues par la différentiation de la précédente 
par rapport à â^i et à x^i il n'est pas possible d'éliminer les trois 

fonctions », 5 — > 5 — • 

v<pi 0(p^ 

Dans le Calcul des Fonctions (p. 390), Laçrange pro- 
pose un moyen pour concilier cette contradiction. Mais il faut 
remarquer qu'elle ne se rencontre pas dutout, si, conformément à 
la remarque très- juste de Charpif*), au lieu de l'intégrale générale 
de l'équation linéaire, on prend une intégrale particulière renfer- 
mant la variable pj. Ce dernier procédé, au lieu de conduire à 
l'intégrale générale, conduit à l'intégrale complète de f'équation 
donnée F=0, et a de plus l'avantage de ne pas exiger l'inté- 
gration complète du système d'équations simultanées. Lagrange, 
en terminant son exposition, l'établit aussi par cette méthode, 
sans citer d'ailleurs le nom de Charpit, à qui elle appartient. 



§. 13 

29. Si le nombre des variables indépendantes^ dans Téqua- 
tion huX dérivées partielles du premier ordre, est plus grand que 
2, alors le problème de Tintégration présente un caractère plus 
compliqué. En effet, déjà dans le cas de trois variables indé- 
pendantes, il faut (§§. 10 et 11), étant donnée la fonction F des 
variables <2r|, x^, x^, r, /?i, /?2> P^y Q"** forme le premier membre de 



♦) mémoire présenté à l'Académie des Sciences par Charpit, le 30 
juin 1T84. 
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l'équation proposée F=0, déterminer deox fanctionfl F,, F^ de 
ces mêmes variables, satiafaisant anx condîtions 

[F, F,] = 0, I [F, F,] = 0, 
\ [F„ FJ = 0. 

Par conséquent, la ronctîon F, peut élre déterminée, de même 
qne dans le cas précédent de deox variables indépendantes, 
comme intégrale particulière d'une équation linéaire du premier 
ordre; mais, pour déterminer la fanction Fj, il faut trouver une 
intégrale particulière, satisfaiitant à la fois aux deux autres équa- 
tions simoltanées linéaires aux dérivées partielles. 

Si le nombre des variables indépendantes est n, alors, étant 
donnée la fonction F des varial^les ^i,..., Xu, t, pt,---, pm, qui 
l'orme le premier membre de l'équation proposée F=U, il faut 
déterminer n — I fonctians F„ F,,.., F*— i des mêmes variables, 
qoi satisfassent aux conditions * 

[F. F,]=0, ilF, FJ=0, .[F, F,] = 0. . j [F, F._,] = 0. 
\[Fi,Ft}=0, j(F„F,]=0, . ) [F,. F^,]=0. 

i[F^,F>] = 0, ■ j 

. f [F^.,F._i] = 0. 

La fonction F, se détermine comme nne intégrale parlicolière de 
la première des équations précédentes ; la fonction F, comme une 
Intégrale particulière satisfaisant simultanément à la 2< et à la 3* 
équation, etc.; et enlin F,—i doit être une intégrale particulière 
satisfaisant simollanément aux a — I dernières équations. 

C'est de cette manière qu'a été présenté le problème de l'iri- 
légralioo des équations aux dérivées partielles du premier ordre 
dans le Mémoire de Jacobi intitulé: Nova metbodus, etc. 
(Journal de Crelle-Borcbardt, t. LX). Quoique ce nouveau 
procédé de solution soit, par l'époque de sa découverte, posté- 
rieur aux autres, cependant il forme par sa nature la continuation 
directe des premiers pas faits par Lagrange et Charpit dans 
la théorie du problème qui nous occupe. C'est ponr cela que 
j'exposerai ce procédé avant àé parler d'une autre méthode de 
solution, proposée par Pfaff, et perfectionnée par Jacobi lui- 
même et par Cauchy. 



§. 14. 
30. Jacobi commence par tranRformer l'équation donnée 



aux dérivées parlieUes du premier ordre- Cà. IIU $- i4. 43 

{à) F(:ti,,.., ^n, X, Pif'^'f Pn) = 

en une autre, également aux dérivées partielles du premier ordre, 
mais dans laquelle la foiictioo inconnue n'entre pas elle-même 
explicitement, et où le nombre des variables indépendantes est 
plus grand d'une unité. 

Mais dans cette transformation s'est glissée une inadvertance, 
signalée par Bertrand, et qui consisté en ce que JacobI lie la 
nouvelle fonction inconnue à l'ancienne par une relation de forme 
particulière, d'où il résuite que le passage de l'intégrale de l'é- 
quation transformée à celle de l'équation proposée conduit dans 
la plupart des cas à des impossibilités. 

En effet, Jacobi, en introduisant une nouvelle variable in- 
dépendante ti et désignant la nouvelle fonction inconnue par y, pose 

y = z^ 

On tire de là, en différentiant par rapport à chacune des varia- 
bles indépendantes, 

___ 8y 82 ^ 1 ôy dz 1 ôy 

~" dt^ dxi "~ t dcci * " * ' Sxn t dxn 

En substituant dans l'équation proposée les valeurs précédentes 
de la fonction z et de ses dérivées partielles, on la transforme 
dans la suivante, 

fPf ^ \dy_ 1 ^. _ ^ 

Dans cette équation les variables indépendantes d^i, ..., Xn* t sont 
en nombre plus grand d'une unité que dans la proposée, et la 
fonction inconnue y y entre seulement par sQa dérivées partielles 
du premier ordre. 

Mais, pour que de l'intégrale de l'équation ainsi transfprmée 
on puisse tirer l'intégrale- de l'équation donnée, il faut, en vertu 
de la dépendance que Ton a supposée entre ces intégrales, que, 
dans la première, la variable indépendante t n'entre qu'en facteur 
commun, ce qui évidemment ne peut avoir lieu que dans des cas 
particuliers. Par conséquent, la transformation précédente n'atteint 
pas, la pluspart du temps, le but proposé. Il vaut mieux, d'après 
cela, ne pas choisir d'avance arbitrairement la forme de la relation 
qui doit exister entre les deux intégrales, mais employer pour la 
transformation le même procédé général qui nous a servi dans 
l'iotégration des équations linéaires aux dérivées partielles. 
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31. Si l'oD repTëseote, en effat, l'iotégrale de l'^aatioD 
— ■* 'a forme 



ifférentie par rapporl à chacune des variables indé- 
trouve, par cbacuoe des valeurs t= I, %■•., n, 

EL. 
ïj- . 8y «... ^i 

es valeurs de pt dans l'équation donnéei elle prend 



■ •'-'• — ar- • — ^;***' 

te dernière équation, on devra considérer Xi,.., scn, ' 

lies indépend a» te:9. La méthode de Jacobi, ainsi 

verrons plus loin, fournit l'intégral» complète y de 
védente sous la r«rme d'une fonction explidte, 

1^1 désignant des constantes arbitraires. Par consé- 
ranchant du second membre de l'égalité (c) la con- 
ire Ob^-Ii qui y entre par simple addition, et égalant 
smbre à zéro, nous obtiendrons l'intégrale de l'équa- 
sous la forme d'une fonction implicite i, déterminée 



^1 = 0, ou f{Xi,..., X», 1, a,,..., aii) = U. 

puisque l'équation (c) représente l'intégrale de l'é- 
en substituant dans celle-ci la fonction / an lien de 
dentité 



' '^"** — ëT' -'sr)-^' 

Si Si 

ur des valeurs quelconques de Xi,..., Xn, t. Sup- 
enant la dernière de ces variables déterminée en 
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fonctioD de toutes les autres au moyen de l'équation {d) ; elle sera 
alors Tintëgrale de Tëquatlon (a); car de Téquatlon {d) on tire 

Sz dz 

et, en substituant ces valeurs des dérivées partielles de x dans 
l'équation (a), on retombe sur l'identité (f), qui a lieu pour une 
valeur quelconque de z, et par suite aussi pour celle qui est tirée 
de l'équation (d)> 

Il est ainsi démontré que l'intégration d'une équation dans 
laquelle la fonction inconnue entre non - seulement par ses déri- 
vées partielles du premier ordre, mais encore explicitement par 
elle-même, peut toujours se ramener à l'intégration d'une autre 
équation, dans laquelle le nombre des variables indépendantes est 
plus grand d'une unité, et où la fonction inconnue n'entre que par 
ses dérivées partielles du premier ordre. 



§. 15. 

32. Si, dans l'équation proposée, la fonction inconnue n'entre 
que par sea dérivées partielles du premier ordre, alors son type 
général pourra être représenté sous la forme 

n/ ^' ' ^*\ 

ou 

en faisant généralement 

dz 

Ici H désigne une fonction donnée, a une constante déterminée^ 
qui peut être aussi égale à zéro. 

Le problème de l'intégration complète de l'équation précé- 
dente peut être réduit à la détermination de n — 1 équations, 

dans lesquelles a|, a2>*«*» ^n— 1 désignent des constantes arbitrai- 
res, et ^|,..., Hu^u de même que H, des fonctions des varia- 
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blés ^1 »..» ;rfl et des &émétm partielles pi»-.» pm, indëpeiHiaBtes 
entre ellee par rapport à ces dérivées*), et ne cootenaat pas les 
coustaotes arbitraires Si»..., a»-.i. Si les fonetions £fi,.., £fa— i 
soot déCermiiiées de telle maoière qae lestraleors de Pi»p»'*»pu» 
tirées dem équations 

(1) U^a, Iii=^ai,..., Hu''i=^ Om^u 
transforment le second membre de Féqaation 

(2) dz^^pidxi -t^p^dx^ + ... -t-pi^djcu 

en une différentielle exacte, alors l'intégrale complète ehercbée 
s'obtiendra par rintégratton de cette dernière équation, et sera 
de b forme 

2=zf(Xi» , iCm, Og,..,, a»— i)-f ffa. 

Par bypothèse, les fonctions U, J7|,.., Hu^i ne contiennent 
pas z; par suite, les valeurs de pi,..., pu 9 tirées des équations 
(I), seront exprimées an moyen des seules variables indépen- 
dantes Xi,..fJCu9 et les conditions d'intégrabilité du second membre 
de l'équation (2) seront, dans le cas actuel, de la forme 

(3) ^ = ^*. 

En supposant que les valeurs de pi»*.., pu» tirées des équations 
(I), satisfassent aux conditions (3), on pourra trouver les condi- 
tions auxquelles doivent satisfaire dans ce cas les fonctions £ti, 
M^f.,, Hn^if exactement de la même manière que nous avons trouvé, 
au S. Il, les conditions analogues pour les fonctions /\,.., Fn^i> 
D'après cela, pour éviter les répétitions, nous nous bornerons à 
dire que les résultats du §. 12. s'appliqueront au cas actuel, si 
nous y remplaçons F, Fj,..., Fn-i respectivement par Bj i^i»*.» 
Un—u en effaçant les parenthèses qui entourent les dérivées par- 
tiellesy et qui sont maintenant inutiles, puisque les fonctions con- 
sidérées ne contiennent plus x. 



*) C'ett-à-dire qu'entre les fonctions i/, //j,...., Hu'^i il ne doil 
eiiiter aucune relation nécessaire de la forme 

dans laquelle les variables i^d..., Pn n'entrent pas explicitement. Eo 
vertu du théorème du $. 3, cette condition est remplie, lorsque le déter- 
minant fonctionnel de H^ ff^,*,», ^»— 1, considérées comme fonctions de 
Pif*^ Pni n'est pas identiquement nui. 



k 
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33. Il s'ensuit de ce qui précède qu'entre les fonctions H, 
Bi,»*.., Bn-i, pîises deux à deux, on doit avoir des relations 
de la forme 



(4) 



dxi dpi dpi dxi ^ dx^ dp% Bp^ dx^ 

■»■••••■*■ aar„ dpn dpn ÔJ^a ' 



que nous représenterons sous la forme abrégée 
(5) (Hi, Hk) = 0. 

En faisant successivement, dans l'équation (5), 

t = 0, 1/2,..., «—2 

(Hq étant considéré comme =s /f), et, pour chaque valeur de i, 
donnant successivement à l'indice k toutes les valeurs > t, jusqu'à 

n — 1 inclusivement, nous aurons toutes les ^ condition» 

qui découlent de 1^ formule (5), et que Ton peut disposer âamm 
l'ordre suivant: 

Wi. ^«)=0; (fli, J5r8)=0, ..., \(£fi, ft.-i)=0, 

(6){ '(iy„iy»)=0;...,W ffn^i)=0, 

• ••,■ . * • • • . • 

Si l'on considère ces conditions comme des équations diffié 
rentielles servant à la détermination des fonctions cherchées, on 
pourra trouver Hi par l'intégration de la première équation; en 
substituant la valeur de Hi dans les équations de la seconde ligne 
de chaque groupe, on devra déterminer la fonction H^ comme 
une intégrale satisfaisant simultanément aux deux équations du 
second groupe; en substituant la valeur de H^ dans les équatlpns 
de la troisième ligne de chaque groupe, on devra déterminer la 
fonction H^ comme une intégrale satisfaisant simultanément aux 
trois équations du troisième groupe; et ainsi de suite. 

34. Mais, popr réaliser ce plan de solution, il faut trouver 
une méthode d'intégration simultanée pour les deux équations du 
2* groupe, pour les trois éqii<itions du 3^ groupe,..., et enfin pour 
les n — 1 équations du (n — l)«*wc groupe. 
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Outre cela, tontes les équations (6) sont de forme identique, 
et contiennent chacune 2n variables indépendantes; mais il est 
clair que Ton peut se servir de Téquation donnée Hssa et des 

équations que l'on détermine successivement, /f|=ii|,jH'2^=^-*» 
pour diminuer an fur et à mesure le nombre primitif 2fi des va- 
riables indépendantes, en passant d'une groupe d'équations simul- 
tanées au suivant. 

EnGn, remarquons aussi que nous avons démontré que, si les 
valeurs de pi,'.*, pu» tirées des équations (1), vérifient les con- 
ditions (3), alors les fonctions H^ H^,..,, Hn-i satisfont aux 
équations (6). Mais, pour avoir le droit de prendre celles-ci 
comme moyen de détermination des fonctions /f|,..., ^«.i, il 
faut s'assurer encore que la conclusion réciproque a lieu; c'est- 
à dire qu'il faut démontrer que-, si les fonctions indépendantes 
entre elles (dans le même sens qui a été expliqué plus haut) B, 
Hij.^.y Hn^i vérifient les conditions (6), alors, en les égalant à 
des constantes arbitraires, on obtient des équations d'où l'on peut 
tirer des valeurs de /i|,..., pn satisfaisant aux conditions (3). 

L'étude plus approfondie des propriétés des expressions 
(Bi,Bk), exposée dans les deux paragraphes suivants, donne les 
moyens d'atteindre le but indiqué ci-dessus, et permet en outre de 
déduire encore d'autres conclusions utiles par leurs applications à 
l'intégration des équations simultanées soit aux différentielles or- 
dinaires, soit aux dérivées partielles du premier ordre. 



Chapitre WV. 

§. 16. 

SSé Soient q> et ^ deux fonctions quelconques des variables 
OTi,....» OTii, Pli****» /'n* Prenons les dérivées partielles de ces 
deux fonctions^ d'abord par rapport aux variables a'|,..., âTn, puis 
par rapport aux variables /^i,**.» pn» et écrivons les premières 
au-dessus des secondes dans l'ordre suivant, 

ôcp , 8t(; 8£ Stl» d(p d^ 

Sï^' 55;* dx^' 8^'*-**'* S^* 8^»' 

Bip ditf d<p dip d^ d^ 

Wi' ^Pi' W^' B^pi'*'*'^ 8pn' Sp«' 






V 



il. 



aux dérivées parUeiies du premier ordre, Cà, !V, §. 16. 49 



Divisons ces deux lignes de termes en groupes composés le 
premier des deux premiers termes de chaque lignes le second 
des deux suivants, et ainsi de suite; multiplions en croix les ter- 
mes de chaque groupe, en prenant avec le signe -f 'es termes 
qui forment une àes diagonales, et avec le signe — les termes qui 
forment l'autre diagonale. Nous obtiendrons de cette manière 
une suite de déterminants du second degré, dont la somme 
forme l'expression 



dtp d^f 






dxi 

fit 



8g) filfr 






fioTa 
dpi I 



+ .. .+ 



Bq> dfff 



dq> 

Spn' 



dpn 



que nous conviendrons de désigner par la notation 

(ç>, if). 

On a ainsi, d'après cette définition, 



(1) (9, *) = ^i 



dXi' 

Spi' 



fit 

dxi 

fit 



jg /8^ fit _ fiy fit\ 
' Vfi^t dpi dpi dxij^ 



la sommation s'étendant à toutes les valeurs de i depuis 1 jus- 
qu'à n. 

Lorsqu'on examine les changements de forme de l'expression 
{g>, t) P^*'' différentes hypothèses faites sur les valeurs de g> et 
de t» ^^ obtient d'abord les formules évidentes 

(2) (tp, (p) — 0, ((f, t) = — (*> 9>)y (-9* *) = - (9>, t)* 



(art, t) = 



: » (Pi> *) = - g^» (« = const, t) = 0, 



(3) 



dp 

{Xi, Pi) = — (pt, ^i) = 1, 

{XU ^t) = {piy Pk) = (a?t. Pk) = 0. 



36. Relativement au mode de dépendance qui existe entre 
les fonctions q>, t et les variables oti,..., Xn, Pi,***, pn, nous ne 
ferons aucune espèce de restriction ; nous supposerons d'après 
cela que ces variables entrent dans les fonctions considérées tant 
explicitement qu'implicitement. 

Soit, par exemple, 

4 
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q> = F(Xt,..., Xn, Pi,-.., p„, a,,..., ffl,), 

* = f{xi,..., x„ p,...., pB, b, 6,), 

V et 6j,...., b, déatgnani des fonctions de x^,. 
•„. On a, par définition. 



[F. n=£, 






F 8F 8», 



+ + 



'àFdar df_ 



+ ..+ 



hb, dxi 



F SF _ 

ppliquaot SDCcessivement les formules évidentes 



8F 8», SFdor ef,8f_ai, .Sfd 



A + a, A 


B+i, B 


mA, 


nA' 


mB, 


nB' 



1 B. B' 1'' 
'" I B, ff 1 



I a, A' 
I 6, B' 



*,)+ ■■+^.(F. 4.)+|^(„„/1+... + ^(o„/') 



dO] 06g 



.If*,, 



'»"*''+&, SS<°'- *•' + ■■ +6 



[F. fl = (F, rt+i.^^(F, «.) + i,g(»,,rt 



+ aii 



eF 8/; 

8af Sbk 



("1. «4)- 



clair qa'ici les expressioos [F, /*] et (F, O "'ont pas 
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la même signification: la première suppose Ui variation complète 
des fonctions F et f, lorsqu'on fait varier les quantités a?!,.., Xnt 
Pif"9 Pn en tant qu'elles entrent soit explicitement, soit împli* 
cttement; la seconde suppose seulement une variatiQn partielle, 
lorsqu'on ne fait varier â^i,..., Xn, Pi»***» fn qu'en tant qu'elles 
entrent explicitement. 

11 e^^t aisé de remarquer l'analogie qui existe en général entre 
l'opération exprimée par le symbole [F, f\ et la différentlation 
des fonctions composées. On peut obtenir, en effet, tous les ter- 
mes du second membre de (5), en ayant égard tour à tour à la 
variation de chacun des éléments des fonctions F et f, considéré 
comme variant seul. 

37. Si l'on suppose 

s ^iTf et fl, =1 6i , «2 =^ ^2' • ' • > Qr :=■ bp, 

la formule (5) devient 

j- iF, n = if> f) + ^i [ (F, «.)g -if, «ogj 

Dans la dernière sommation du second membre, on fera succes- 
sivement t = ], 2,..., r — i, et, ppur chaque valeur de i, on pren- 
dra pour k toutes les valeurs plus grandes que t, jusqu'à r in- 
clusivement. 

Si les fonctions F et / ne contiennent pas explicitement les 
variables Xi,.-., Xn* Pi,"-, pn* la formule (6) prendra la forme 

(7) [^. n = -S.-. *{af^,-|£ aï) («.•.«»). 

Si la fonction F conlielit les variables oT],..'., Xn, Pi,»*», pn 

seulement sous forme explicite, et que la fonction f ne contienne 

ces variables que dans tes fonctions a|,..., Or» on a alors, par la 
formule (6), 

[F, f] = 2t (F, ai) 1^, 

38. Les expressions des dérivées partielles de (<p, tf;) s'ob- 
tienaent très-simplement. En désignant par u une quelconque des 
varUblea 2:1,..., Xn> P\i*^*y p«> on a 
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du 



\ 



dq> 



8^ 
dpi 



= £i 



dxi 
dpi 



dxi du ' 

8«y 
dpi du * 



+ Zi 



dtp 

dq> 
dpi* 



8«» 
8pi 8ri 



ou 



(9) 






Quoique, dans la théorie de Tintégration des équations aux 
dérivées partielles du premier ordre , nous n'ayons pas occasion 
de rencontrer les dérivées d'ordres supérieurs de {tp, if;)» remar- 
quons cependant, en passant, la forme très-simple de leur expres- 
sion, semblable à celle que Leibniz a donnée pour la valeur de 



La formule (9) donne, en effet, 

8«(y, H>) _ /8«ç> \ /dq> dH,\ ( 8V\ 

On conclut de là, par la méthode ordinaire de démonstration des 
propositions trouvées par analogie, que l'on a 



8tt" 



(ëS'^y+n&T-i^ 8s; 



w(w— i) / 8«-*y 8^\ 
+ 1.2 V8ti"-«' 8tiV 

n(w--l) /'8*ç> 8"-*t>;\ 



§. 17. 

Les formules générales du paragraphe précédent s'appliquent 
d'une manière très -simple à la démonstration de tous les théo- 



k. 



aux dérivées partieiles du premier ordre. Ch. IV, S- i7, 53 

rèmes sur lesquels est fondée la nouvelle méthode pour rin- 
tégration des équations aux dérivées partielles de 
Jacobi. 



Théorème I. 

39. Soient A^ By C trois fonctions des variables ar|,..., Xn, 
Px**»*'» Pn9 désignons, pour abréger, leurs dérivées partielles par 
les lettres correspondantes affectées des variables comme indices 
inférieurs, de sorte qu'on ait 

hA_. SB_„ ac__ 

M-^ ^-R È£-r 

Ed faisant, dans la formnle (8), 
F=A. 

il vient 

[A, (B, O] = (A, B,^)Cn-^(A, B,^)Cxi 

+ . . . + ( J. U,^ C,, - (A. B,J C,^ 

MA, C,^)B^-(A, C,;)Bp^ 

+ ... + U C,^Bz^~(A, Cs^Bp^. 



ou 



(fl) [A, (B, C)] = Si 



(A, B,^). Csf 
{A, Sp,), Cp^ 



-£i 



(A, Ctj), Bx^ 
(A, Cp^), Bp^ 



En permutant circulairement les lettres A, B^ C, on trouve 



(b) [B, (C, A)] = -Si 



(B, Cx^)» Ax^ 
(B, Cp^), Ap. 



Si 



(B, Ap^\ Cp, 



I 

On pourrait obtenir de la même manière Texpression de 
[Cy {4y B)]; mais il vaut mieux employer pour cela un autre 
moyen. En vertu des formules (1), (9) et (4)^ on trouve 
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(c) [C. {A, B)] = Si 



= Si 



I dC b(A, B) 
dxi* dxi 

dC d(A, B) 
dpi ' dpi 

Cx>> {Ax^i B) 



^Si 



Cx-> {A, Bx.) 
C^., (A, Bp,) 



En ajoutant les égalités (a), (6), (c)^ oo remarque immédiatement 
que dans la somme totale ties seconds unembres, il se produit 
des réductions. En effet, la première somme du second membre 
de (a) détruit ta seconde somme do second membre de (c), et la 
seconde somme du second membre de (6) la première somme du 
second membre de (c). On a, d'après cela, 



(«') 



[A, {B, €)] + [fi, (C, A)] +-[C, {A, B)] 

(fi, CxX Ax, \ I {A, Gr,), Bx, 

= Si ' \-Si 

(B, Cp.), Ap, I {A, Cp.), Bp. 



On en tire, en permutant circulairement les lettres. 



(b') 



[B, (C. A)]-HC, (A. B)] +[A. (B, C)] 



=:£i 



(C, Aa^, Bt. 

(C, Ap^), Bp^ 



Si 



(B, A,.), a. 

(B, Ap^), Cp^ 



(c') 



[C, {A, B)] + M, (B, C)] + [B, (C. A)] 



= Si 



(A. Bx^), C,. 

(il, Bp^y Cp. 



^Si 



(C, Bx.), Ax. 
(C, Bp.)y Ap^ 



Ajoutons les égalités (a')* (60> (c')> ®n remarquant que leurs 
preiniers membres sont identiques; que dans les seconds mem- 
bres, en vertu de la première formule (4), les sommes se rédui- 
sent deux à deux à une, et qu'en vertu des formules (9) et (1), 

La l'^ somme de (a') -f 1& 2« de (cO donnent l'expression de 
-[^. {B, Ç)]; 

La V somme de (6') + la 2« de (a') donnent - \B, (C, A)\\ 

La P» somme de (c') + la 2» de (60 donnent ~ [C, {A, B)\ 

Il vient alors 



k 



aux dérivées partielles du premier ordre, Cà, l\\ $. 17. 55 

Z\iA, {B, C)] + [B, (C.-^)] + [C. {A, B)}\ 

^~\[A. (B, C)] + [B. (C. A)] + [C. (A. B)]\, 

et par suite 

[A, (B. O] + [B, (C, A)] + [C, (A, B)] = 0. 

Nous voyons par là que le théorème exprimé par l'identité 
précédente, et qui forme le principe fondamental de la nouvelle 
méthode deJacobi, se tire Immédiatement et très - simplement 
des propriétés élémentaires de l'expression (tp, if^). 

Passons à la démonstration d'autres théorèmes. 



Théorème II. 

40. Soient n équations 

(h) H = a, ^1 = «1, . . . , On-i = ««-1, 

fl) ai,",an-^i désignant des constantes arbitraires, et B, Hi,.., Hn—i 
des fonctions des variables a?], T.., Xn, Pi,",pn, vérifiant identi- 
quement les conditions 

(Hu Hk) = 0. 

pour toutes les valeurs des indices i et k, prises dans la série 
0, 1, 2,. .., «-—1. 

Nous allons démontrer qu'en tirant du système des équations 
précédentes les valeurs de pi,..., pn, ces valeurs satisfont iden- 
tiquement aux conditions 

Spi __ dpie 
dxk dxi' 

pour toutes les valeurs des indices t et k, prises dans la série 

Supposons qu'au moyen des équations (h) on ait obtenu les 
Talieurs 

pi ^= JP(ari, . . . , Xn, a, a^,..., an-i), 

pk =/'(ari,..., Xn» a, «i,..., On-i). 

Si l'on considère a, ai,,,.,, an— i comme des fonctions des 
variables Xi,..., Xn, Pw*y pn déterminées par les équations (A), 
on trouve, d'après la formule (6), 
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[F. f] =:(F, f) ^St [ (F. ai)^^-(f, «o||} 

Mais» en eabstituant les valeurs a=£r,..., an^i^zHn-if la fonc- 
tion F se change en pt, la fonction / en /^jk, et le premier membre 
de l'ëgalitë précédente prend la forme [pt, pk]; par soite^ il est 
identiquement égal à zéro. Le premier terme du Second membre 
est aussi nul, puisque l'expression (F, f) ^^i formée en considé- 
rant a,....« ««.1 comme des constante/^» et que les fonctions F 
et / ne contiennent pas explicitement les variables pi,...*» jti«- 
Le troisième terme du second membre est nul, par suite des 
conditions 

(au ak) = (^1, Hk) = 0. 

Donc le second terme du second membre doit être aussi nul, 
c'est-à-dire qu'on aura identiqement 

Le premier membre de cette inégalité peut se mettre sous 
une forme plus simple, en substituant les valeurs de (F, Oi) et 
de (ff ai). En effet, on a 

dF da dF da . ^^ Sa ÔF 8a 

^^' ""^ - dxi 8pi "*■ 8^ 8^ +• "•■ dœk dpk +••"*■ dxn dpn' 

8F8an-i , 8F8g,-i. 8F 8an-i , 8F8a»,i 

{t, an-l) -g^^ ^ + g^^ g^^ "*"-"*"8ar* Spk ^"^dXn dpn ' 

Ajoutant ces égalités, .après les avoir multipliées respectivement 
par g^ ^ . . . , K , il vient 

8/" _ dF/dfda] 8/ 8a«-i\ 

-S,(F, a.)g^^ 8^V8i8j^i: + - •+l8^i"8jSr/ 



"■" 8ârjk V^a 8;?* ••*•"•■ '9a„_i gp^ J 
"*^ 8a:„ V8a 8/?„ + * ' +'801,-1 8;?« / 
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aux dérivées partielles du premier ordre. . Cà, IV, §. /7. 57 
Mais si^ dans l'équation 

/>* = A^l»"*> ^n» a,..., «n-l), 

nous avons égard aux égalités 

cette équation devient alors identique. En la différentiant par 
rapport à l'une quelconque p des quantités Pi,..., pn, on trouve 

et il est clair, d'après cela, que le second membre se réduira à 
Tunité si /i = pk, tandis que dans tous les autres cas il se ré- 
duira à zéro. Par conséquent 

s(r «^^f -^^ 

On démontrera de même que 
On a donc Tidentite 

ce qu'il fallait démontrer. 

En vertu de ce qui a été établi (§§. 11 et J5) et du théo- 
rème précédent, on doit considérer les équations 

comme des conséquences réciproques les unes des autres, et Ton 
peut prendre les secondes aussi bien que les premières pour 
conditions d'intégrabilité de l'expression différentielle 

Pi dxx + p^dx^ + . . . + pndœn* 

Jacobi donne encore deux autres formules pour les condi- 
tions d'intégrabilité 9 que nous allons établir par le même moyen 
que la précédente. 

Théorème ni. 

41. En conservant les hypothèses du Théorème précédent, 

4* 
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^ue, à l'aide des systèmes d'éqaatîons (A), chat 
midres quantités de la sërîe 



aëe en fonction de toutes les variables qui la suivent 
sétie, et du nombre nécessaire de constantes prises 
lite a, O),..., att— i; et suppouans qu'on ait ainsi trouvé 



F(p.+.,. 


-.p.. »„■■ 


, x„ a, a,,.. 


., at-i 


) = 0, 


f(p.+.,. 


poor 


, 2., a, <!„.. 
«4. 


. at- 


) = 0. 



is démontrer que les premiers membres de ces équa- 
font identiquement à la condition 

s les valeurs de î e( de A comprises dans la suite des 
, 2...., n. 

Dsidétant a, ai,..., un-i comme des functioiis des va- 
terminées par les équations (A), nous aurons, en vertu 
nie (5), 

tstituant les valeurs a=:/f, a,=Hi,..., la fonction F 
a en pi, la fonction ^ en pk, et le premier membre de 

égalité prendra la forme [pi, pi,]; il sera, par consé- 
tiquement nul. Lç dernier terme du second membre 

vertu de la condition 

suite, identiquement 



(F. /)+ S (F, «„) 



9/^ 



■^5i;- 



oz sommes du second membre de cette égalité pen- 
lener à une forme plus simple. Pour cela, prenons 



aux {Urinées partielles du premier orilre. €h, l\, g. 11. 59 
,r > SI- Sa 8F Sa 

<'^'°'= s; Ç, + ■ • + SS ^. 

_ 8F Bo _ _ 8F 8i 
3pi Sx, ' ' Spn 8*«' 

,_ ,• 8F 8o»-i . . 8F8oi_i 

(F,«.,)= ST, TS"+--+K".^ 

8F8oi_i_ _8F8ojb-i, 

"^Sp, Sx, ' ' ' Spn SXn 

multiplions les respectivement par J-,--', g-^ • et sjonton 
les, ce qui donne 

m=t-i Sf 

2: (F. «.)^ 

mzzO OOm 

3F /df da ^ df aa*-i\ 

- aT, Ua ^ + ■ • • + 5^, s^) 

, Sf fbf Sa , 9/ 3«*-i\ 

+ 9:r„ lë5 ï^. + ■ ■ • + 8fl»-, "^y 

S/'i+i \8« 3:r(+i ■•■■■ + 9a*_i dxj+ij 



Mais si l'on fait a:=H, Oi ^Hi,.,.., l'équation f = pkt 
changera en identité, et en la différentiani, on aura 

9/" 8n 8/" 8in-i _ . 



a/ 8a _3^ 0«*_i 0/_ 

5o8pk+ï + ■ ■ ■ + 8aj_, g^j^., 8/tk+i* 
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If Sa 


-i, 


80»-, 






-a^. 


8oj-, _ 
Sxt+i 


~âîï+i 



la ex, "•■■•' + 3fli-i Bain ~ dxn 
, on peut donner à l'égalité précédenfi» 1 

^ _ aF _ jf^ _?/^ _ _ 

dam 3j^* flxi+i 3pt-t-i ■*■■ ï 



^a») 



l F en f, k en i, et vice versa, il viei 



eF_e/ PL JfL ^ _j 



.JL JL. 



+.,.. + , 



de là, par soustraction. 



ic identiquement 

(f-p,-, /■-p»)=o. 

montrerons absolument de U même maoii 
paiement nécessaire pour ce qui doit suivi 

Tliéorëme IT. 

conservant les conditions des deux tfaë 
pposons que, parmi les équations (A), c 
lelconquee, pa^ exemple les m premières 



i.'S« «ayg ^j •*•::'•■•■- v ^r ;*,<•■ 



aux dérivées partielles du premier ordre. Cà.IV, §.17. 61 

H ^= a, Hi = «1 , . . . , Hm—\ = flm— Ij 

(en supposant naturellement m<7z). Au moyen de ces équations, 
nous pourrons exprimer m quelconques des quantités PifP^^^-yPn 
en fonction des n — m autres, des variables cci,..., Xn et des con- 
stantes a, flF],..., am— 1. Concevons qu'on ait déterminé de cette 
manière pi^ p^f», pm, et soient i et k deux nombres quelcon- 
ques, non plus grands que m. Supposons que Ton ait 

pi — 9>(a:j,..., Xn, Pm+ly'9 Pn, O, «j,..., Om— l) = 0« 
pk — 'tp (ari , . . ., Xn, Pm+1,« . .> Pn, «j «i» • •• , Om— l) = 0. 

Nousf allons démontrer que les premiers membres de ces équa- 
tions satisfont à la condition 

En effet, en faisant 

on a, par la formule (6), 

r=m-l ( 8^ , 3œ ) 

Mais, par la substitution des valeurs de a,..., am-i, le premier 
membre et le dernier terme du second membre de cette égalité 
se réduisent à zéro; donc 

r=fii-i ( 8-w; dœ\ ^ 

(„) ig,.M,)+ Z^ |(<p, ar) gf^ - (,!;, «r) gj J = 0. 

On a, de plus, 

Sçï da dcp da d^ da_ 

^'^''*)= âïi 8pi + 8^2 8i^2 +•••■*' Sa;„ S;?» 

d(p 8a 8^) 8a 8gr da 



89Ï 8rtfii~i 8qp 8am~i , 89^ 8am-i 

((p, a„,«i)- g^^ ~d^ ^ 8^a 3i»2 "^ ••••■*' 8:rn 8p„ 

8ç> 8am-i 8ç> 8am-i 8y 8am-i 

8;?fn+l 8a?m+l 8pni+2 8^m+2 " ' 8/?n 8j7« 
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tn( ce8 égalités, après les avoir multiplléeti respective- 

Q- ô • et mettant en facteurs communs, dans 

do oam-\ 

: membre, les dérivées partielles de <p, on verra, abso- 
imme dans la démonstration du théorème précédent, que 

ilicateurg de s— >---' -r^ sont nuls, à l'exceptioD du 
leur de ^, qui est égal à l'anilé. Les multiplicateurs de 



BiCoif 1 ' " ■ * Sxn ' Spmii ' " " ^ 
it respectivement 

dpati^l '" " Spu ' Sxa,+l " ' ' ' dxK ' 

nne 

' Sfl> Bip 8<p Btjt 8gi &iji 

"*" 8p«+i ar»+i "•"•■■ +'8p„ 8:c/ 
eant 91 en ^, £ en ^ et vice versa, il vient 

'(^ 8gi _ 85; _ 8t .8qi _ _ 3t 8^ 

'"''' "'' 5^ ~ e;t,- 8a:m+l 8/»m+l * ' ' 3^b 8;>a 

Sifi fly 8^1 8y 

9/»m+l BXm+t + ■ • ■ + Qp^ g^^- 

n retranche ces égalités l'une de l'antre, on trouve 

tuant le second membre de cette égalité au premier 
atîon (a), nous aurons 

Ê-g -(„*)=», 
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aux dérivées patiieUes du premier ordre. Cà. V, S-^S, 63 



Chapitre V. 

§. 18. 

43. Les propositions démontrées dans les deux paragraphes 
précédents peuvent être considérées comme des lemmes auxiliai- 
res. Ces lemmes étant établis^ nous pourrons maintenant exposer, 
sans faire de digressions, la méthode de Jacobi pour Tintégra- 
tion du système des équations (6) du §. 15, à la résolution duquel 
nous avons ramené notre problème de l'intégration d'une équation 
aux dérivées partielles du premier ordre à un nombre quelconque 
de variables indépendantes. 

Nous exposerons d'abord cette méthode, en nous servant seu- 
lement des théorèmes 1 et II du §. 17; puis nous ferons voir 
comment, à l'aide des théorèmes III et IV, on peut simplifier et 
compléter la théorie de ce problème. 

44. En vertu de l'équation donnée aux dérivées partielles du 
premier ordre 

H(ûPi,.,., Xn% Pif'i Pu) ^=^ a, 

il faut d'abord déterminer une équation de forme analogue 

dans laquelle ai désigne une constante arbitraire, et Si une fonc- 
tion inconnue. Cette fonction doit être déterminée de manière à 
satisfaire à l'équation linéaire 

... /^^'^^-ôar, a^-lj^ra^i"*' 

8^1 SU BHi BH ^ 

"*" Bxu Bpn Bpn 8x,~ 

D'après cela, en prenaot le système d'équations simultanées aux 
différentielles ordinaires 



(«) 



dxi — dpi 

m '^ en 


dxn — dpn 

~ BH " BU 


8pi dxi 


Bpn j fioTii 



et déterminant une de leurs intégrales 

fi (*!»•• «5 ^n> />!>. . .> Pu) = const.. 



Imichenttikv- Sur l'intégraUon det 

i poser Bi^fi; et, en désigoaDt par a, U con- 
ire, nous aarons 

devra ensaite déterminer Icqnation 

H^(xt,..., X,, pi,..., p,) = a^ 

a^ représente une conslaote arbitraire, et H^ une 
lane, qu'il faudra choisir de manière à satisfaire aux 
18 linéaires 

(Ha, Jï) = 0, {//^ A) = 0, 

t identique avec l'équation (1), et l'antre se déduit 
changement de H en f^. 

ayant sur le Théorème I (§. 17), Jacobi a démontré 
donnait l'intégrale de l'une des équations (2), oa peut . 
>lulion commune de ces deux équations, par l'inté- 
équation linéaire auxiliaire où le nombre des raria- 
idre que 'in. 

lencera donc par déterminer une intégrale de l'une 
i (2). 8i l'on prend une intégrale de la première, 
e devra être différente des deux intégrales déjà con- 
et ^i = a,. Supposons que cette troisième inté- 

tp{Xi,..., Xn, Pi,. ... pn) = const. 

substitutions successives dans le premier medibre 
e des équations (i), on obtient les fonctions 

fi) = 9f (Vi'fi) = <Pa, (.Vi> fi) — 'Pi—- 
..... (qoi-i, /■,) =(pi,.... 

)eut, en général, se prolonger indéfiniment; mais si 
une de ces substitutions, qn par exemple, est égal à 
i, la suite s'arrêtera à ce terme. 

ans démontrer que les fonctions ipi, ip^, fp^,.- satis- 
la première des équations (*2). Pour cela, prenons 
née par le Théorème I, 

(B, C)] + [B, (G A)} + [C, {A. B)] = 0, 

= H, Bszfi, Alors cette identité prendra la forme 



aux dériBées partielles du premier ordre. Ch. V, S- Il 

En faisant maintenant tour à tour 

C = tp, 71,, qpa> "PiJ----. 

on trouve aucceasivement les identités 

[fl. (/■„ v)l=(», Vi)=0, 
(//, (A, ip{i] = {H, q.,) = 0, 
[ff. (/l. M = (*^. Va)=0. 



qui démontrent te théorème. 

46. Oe là résulte, comme conséquence évidente, une et 
sion très-importante, relative aux intégrales do système des 
tions (a), et qui eat connue aous le nom de théorèrae de Poii 

Si l'on pose, en effet, 

<]p| = consl., 9i ^ const., (p^ = const.,.. ., 

on obtiendra des intégrales des équations (a) (§. 9). Par 
connaissant deux intégrales de «es équations, 

fi ^ const., <p =: consl., 

distinctes de /f= const., nous en' obtiendrons une troisièn 
posant 

(/\, 9) = const , • 
|iuis une quatrième en posant 

[A. (A. v)] = co"8t-. 

et ainsi de suite. 

Pour ne pas nons écarter de notre ol)jet priocipal, nous 
bornerons ici à ces remarques, nous réservant de revenir 
tard aur le théorème de Poisson. 

47. Comme les équations («) n'ont que 2n — 1 intéj 
distinctes, il s'ensuit de là qu'en prolongeant indéâniment la 
(^, on ne pourra obtenir toujours des fonctions distinctes, et 
devra nécessairement finir par rencontrer nne fonction qn 
«lle-méme une fonction des intégrales déjà trouvées. Soit 
première fonction qui soit dans ce cas; i devant être <2n. P' 

<Pi = F(tf, A. <P> 9 Vi-i)- 
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mtile de prolonger la «nite (j3) aa delà de la fonclinn ipt, 
s cette manière on n'obtiendrait pas de nouvelles inté- 
D effet, par la forronle (8) du §. 10 (art. 37), on a 



= + 0+g..||+... + f(fl, /i. f.-- V*-Og|^,- 

isulte ëridemment que q/i+i s'exprime an moyen des 
iables H, /,, tp,..., <pi-i. 

'ropoBons-onoe maintenant de trouver, s'il est possible, 
>n des intégrales déjà obtenues B, fy, tp, tp^,..., tpi-i, 
substituée à la place de U^, elle satisfasse aux équa- 
En désignant par /, la fonction cherchée, et posant 

ffi = filB,A, V, ç>i-..., Vf-i), 

que, en veitn de la formule (S) du $. 16. (art. 37), les 
nembres des éqaations (2) prennent la forme 

/„ fl) = (H. fl)|5+(/i. »)|+ (». B)f; 

A f, ) = (B. f.) le + (A. /i)^n (». /l)! 
+ (»,. W ^ + ■.. + (».-.. A) 4^,. 

on a identiquement 

(a, H) = o> (fi. ") = 0. (-p, *) = 0, 

(,.„ Jï)=0,..., (v*_j, #)=:0, 

(ff,^,) = o. (/j, /;) = o, (9,,/;) = 9.,. 

H^ H)=0 sera satisfaite pour H^^s f^, quelle que 
tction f^, comme on penvait d'ailleurs le prëroir- 
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■ ^'équation (//2,/',)=0se traiisrorrae, par ces substilotioDs, c 
autre équation linéaire 

,J-lf--È^— aie: 

renfermant seulement les nouvelles variables H, fi, tp, <pi,. 
«t d'an les ancienneti variables j:y,..,Xn, ^i,.., ;>■ sont ëlii 

l)ant> l'équation (y), H e\ f^ pourront être considérées 
(leo constantes,, puisque cette équation ne contient pas le 
v«es |iartielles prises par rapport à ces variables. On peu 
dans la fâiictiou F, remplacer H et /i respectivemeol par o 

Il nous suffira de déterminer une into|rraie particulière 
qualion (y), ou une de» intégrales du système d'équatioos 
laiiées aux différentielles ordinaires 

df) dq>i _ _ dq>i —l dipi~l 

<Pi~ •Pi "" V*-» "" ^(". "!> 9'"' ?*-»)' 

que l'on peut remplacer par une seule équation aux différei 
ordinaires d'ordre i~\. Si l'on introduit une nouvelle v 
auxiliaire t, en égalant à dx la valeur commune des rappoi 
cédents, ce système pourra être remplacé par une équatioi 
rentielle ordinaire d'ontre i, mais 'd'une forme comparali' 
plus simple. 



efet, >i r< 


>n pose 


--t 


_ drpt _tl9î_ _ ^ 

~ <Pi "" C'a <P. 


l:— 


d<pi t1*<p d<pi 
dx '~ t/i* ~ '^' ~dx 


■ -.. 


dfi-^ d'-^<p 
dz -dzi-^- 




drpi-i d'qj 

-dr = dii= ^("- "•■ 



d'où, en substituant, dans la dernière équation, à (pi,..- 
leurs valeurs tirées des précédentes, ou tire l'équation auj 
rentiell es ordinaires, d'ordre i, que nous avons annoncée plu 
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d'v ( d(p "^"V^ 

di^-'^V'' "'■*■ di'"' d^-rO' 

ipoBonB qu'une des intégrales premières de celte dernière 
1 soit 

'('■^ ^j) = «■""• 

y substitue pour -?-,..., -j^j^ leur» valeurs, il vient 

0{(p, ipt,..., 9>|_|) = C0M8t., 

pourra poser /, = $. En désignant maintenant par a^ la 
te arbitraire, on aura déjà les troi« équations aux dériTéea 
is du premier ordre 

a = a. tf, =/i=fl„ ff, = /-, = o„ 

tant aux conditions voulues. 

Remarqine I. Si dans la série des fonctions q>i, ip^,.., 
i(, la dernière cpt est = 0, il est évident qtie l'avant der- 
,_i sera l'intégrale cberchée, comrauDS aux équations (2), 

q>i est égale à une conslanle K, alors la solution se sim- 
nisqu'on a, dans ce cas, 

d(pi—3 dipi—i 

m tire, en intégrant, ' 

2Kipi-3 — "Pi-i* = const., 
suite 

/■j =: 2 Kvi-n - 9i-i « = Os- 

lis dans ce cas il faut que i soit plus grand que I ; car 
;nt la méthode précédente pour déterminer /^ ne serait 
iplicable. Supponons, en effet, 91, = ^, K étant une con- 
donnée ou une fonction de tp; alors l'équation (y) prend la 



dip 

montre qu'aucune fonction de la seule quantité qi ne peut 
le intégrale commune des deux équations simultanées (2). 
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En pareil cas, il faut commencer par déterminer une intégrale 
de la seconde des ëquatïnns (i), 

(#a. A) = 0; 

ou bien déterminer uue iiftégrale 

^6(xi,..., Xn, Pi,..., Ph) = conat. 

de la première équation (2), différente des intégrales S 
/, = ai et gi = const. ; on encore euivre la méthode que 
exposerons plus bas. 

Si l'intégrale B = const. se trouvait dans le même caii 
l'intégrale 9:= const, c'est-à-dire, si l'on avait les deux idei 

K et L étant des constantes, ou des fonctions quelconque 
9 et de d respectivement, alors la vale^r de H^ s'obtiei 
très- simplement. Si l'on pose, en effet, 

<iii trouve que les premiers membres des équatious (2) prei 
la forme 

mais, comme on a les identités 

(9., H) = 0, (e, fl) = 0. {<P, fx) = fi. (9. /i) = L, 

la première des équations (2) est alors satisfaite par une I 
quelconque de la fonction f^, et la seconde de ces équations j 
la forme 

d'où l'on tire 

^ désignant une fonction arbitraire. 

SiO. Au moyen des trois équations connues 
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OU eu dëterriiinera une quatrième H^^^a^^ a^ dés1|^Dant une con- 
eifaute arbitraire, et la fonction H^ devant être calculée de ma- 
nière à 8aticifaire aux troitf équations linéaire<$ simultanées 

(3) (H„ H) = 0, (Af,. /i) = 0, (»„ A) = 0. 

Cherchons, d'après la méthode que nous venons d'exposer, 
une intégrale commune à deux de ces équations ,* aux deux pre- 
mières, par exemple. Il suffira pour cela de déterminer une autre 

intégrale première de Téquation yj = F, différente de <P = cowjît. 
Représentons cette intégrale par 

il s agit d'en déduire une intégrale commune du système des trois 
équations (3). 

Pour cela, par des substitutions successives dans le premier 
membre de l'équation {H^, f^=:0, formons les expressions 

Dans la suite des fonctions tf^i,..., i^ib^-**» on devra finir par 
en rencontrer une qui s'exprime au moyen des précédentes. Soit 

t\,k = f (tp, tf;i, if;2, . . . , -^it-i) 
« 
la première des fonctions qui soit dans ce cas. 

On verra, absolument comme on l'a fait plus haut, que tl^i, 
t/;^, ... sont des intégrales des deux premières équations (3). Car 
si, dans l'identité 

[A, {B, 0] + [^, (C, ^)] +[C, (A, ^)]^0, 

on prend d'abord A = H, £U=^f^ puis A:=zf^, ^ = /«> on aura les 
deux autres identités 

[/i, (/■«. Ç)]+[A. (C, /i)] = o. 

Ëu y faisant successivement 

on obtient les deux suites d'identités 



k 
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[H, (/;, t)] = (f,. ff) = 0, [H, (A, ,(.,)] = (^^. H) = 

f/i. (A, t)] = ('/'i. A) = 0. [A, (A- 't'.)] = (i^. ft) = 

qui démontrent le théorème. 

Il fant ensuite chercher une fonction /g des varîalile 
fi, ^iitr,,..., ^t-i, qui, mine à la place de ^3, satisfantie 
les trois équations (3). 

Or on vérifie aisément, comme au n° 48, que lett Ht 
mières de ces équations sont satisfaites, quelle que soit 
<le la fonction /j. Quant à la troisième équation (3), en j 
//g =^3, elle se change dans l'équation linéaire suivante, 

♦'sé + *'l^ +...-l-f(*,' * ♦.-.) ^=0 

qui ne renferme que les variahles ^, ^,,.., i/ijt— i. Si la 
f renfermait les variables H, f[, /j, on pourrait les renipl 
«peetivement par les constantes a, a, , a^, puisque l'équi 
cnntienf pas de dérivées partielles prises par rapport à H, 

Ainsi la fonction /j doit être déterminée comme une i 
particulière de l'équation linéaire précédente, nu comme 
intégrales du système d'équations simultanées 

da = -— - ^ — — =:,..= —c— - 

Vi Vb f 

a désignant une variable auxiliaire: ce qui conduit fmalemi 
recherche d'une des intégrales premières de l'équation d'< 
» deux variables, 



i cette intégrale est 



rfff*"" 



pourrons poser 

^a = ^(V, ti,..., ift-O = const. = 03 
Ainsi, nous connaissons déjà quatre équations 
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f=a, //,=:/,=a,, Ht=f, = at, /f, = /a = «j, 

nt anz conditions (I), (2) et (3). 

BeniBrQne 2. Il Tant observer ici que, si le résultat 
entière substilulioii (% /,) on ^i eet une fonction de if; 
onstante quelconque différente de aëro, la méthode pré- 
i)our la de le rmi nation de f^ se trouvera en défaut, comme 
cas dont il a été question dans la Remarque I (n° 411). 
ent à la détermination de la fonction ^. 

Nous avons maintenant suffisamment expliqué la marche 
pour déterminer successivement, au moyen de la fonction 
i, ks fonctions tf , , B^..., Ad-i, satisfaisant aux con- 
Vi, A) = 0. Ces fonctions étant ohteuues, il ne reste 
tirer algébriquemenf d'es équations 

H = a, tf, =Oi...., H,-x = a,-i 

rs de pi,..., p*. En substituant ces valeurs dans l'é- 
ifférentielle 

rfi = p,dxx -^pt,dxi + ■ .. -^p»dXih 

t toujours intégrer cette équation, puisque les fonctions 
doivent remplir, en vertu du Théorème It, les conditions 
lilité, et l'on obtiendra l'intégrale complète du problème 
orme 

z = f(3!j,..., Xh, a, a,,..., aa~i)-f Os. 

Voulant présenter l'essence de la méthode de Jacobi 
orme la plus simple, nous l'avons développée en prenant 
s les Théorèmes I et il. Mais, dans ce mode d'exposi- 
i avons rencontré des cas où la méthode est en défaut, 
ous avons signalés dans les Remarques 1 et 2. En 
I équations dont l'intégration fait counaitre les fonctions 
i ne sont pas encore ramenées à leur forme la plus sim- 
l'élimination des variables superflues. Nous montrerons, 
uite, qu'en faisant usage des Théorèmes III et IV, nous 
itrerons plus de cas où la méthode soit en défaot, et 
ouations à înlëgrer pourront être ramenées à ne plus 
que le nombre minimum de variables. Mais auparavant 
sons qu'il ne sera pas inutile d'appliquer la méthode de 
sous la forme que nous venons d'exposer, à quelques 
d'équations box dérirées partielles du premier ordre, de 
:ilement intégrable. 



aux dérivées pùrfiettea du premier ordre. 



54. On voit par ce qui précède que J'essence et la prin 
pale difficulté du problème de l'intégratioD de l'équation aux < 
rivées partielles du premier ordre 

H{xi,..., Xti, Pi,..., pit) = a 

eonsistent dans la déterroination de n — 1 iotégrales particulîèi 
distinctes, 

de l'équation linéaire {H, ^) = 0, lesquelles, prises deux à dei 
doivent, en outre, satisraire à la condition 

(Hi, m) ~ 0, 

pour toutes les valeurs de î et de k prises dans la suite d 
Dombres 0, 1,...., n— I. 

En conséquence, les formes plus on moins faciles à intégi 
de l'équation È^a sont celles d'où l'on peut tirer îmroédiatemei 
c'est-à-dire sans aucune intégration, la totalité ou seulement u 
partie du système des équations Hi=: ai,..., B,^j^: Oa-i, c 
satisfont à la proposée. 

D'après les considérations générales que nous avons prése 
tëes plus haut, il est aisé de voir que, sous le rapport de la I 
eilité de l'intégration, l'avantage appartient, dans le cas des équ 
tions aux dérivées partielles du premier ordre comme dans ce 
des équations différentielles ordinaires, aux formes dans lesquell 
les variables peuvent être séparées. Mais il est clair qu 
pour les équations aux dérivées partielles, l'expression „sépara(i 
des variables" doit avoir une signification antre et plus généra 
que pour les équations à une seule variable indépendante. 

55. Supposons que l'équatioo aux dérivées partielles du pr 
mier ordre proposée soit de la forme 

H{Xi,..., se,, pi,..., p„, q>i, gja,..., <p«,) = a, 

Vi,>., tpm désignant des fonctions des variables Xi,.., x», pi,.., f 
qui satisfont à la condition 

(«) (ç.,, <p.)=0, 

pour toutes les valeurs de r, s prises dans la suite des nombr< 
1.2 m. 
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elles conditions , outre celle-là , doirent satie- 
if'-> fm, pour que, dans rinfëgratîon de l'é- 
pDÎese les coosidérer comme des constanteii. 
» qne, en appliquant la méthode de Jacobi, 
oe partie du système des équations qui satis- 

, B^z=at,..., Hi = at, (Kn) 

, Ht ne renfermant pas les constantes arbi- 
ais pouvant contenir <pi,..., ipmi et que, en 
nîères quantités comme des constantes, les 
soient supposées satisfaire à la condition 

{M, ft) = 0, 

urs de i et de k, prises dans la suite 0, I, %.., l. 

maintenant de nouveau <Pi,-.. <pm comme des 

', Xb, Pi, Put on trouve que le premier 

n qui exprime la condition précédente preod, 
ule (5) du S. 16. (Cbap. IV, art. 36), la forme 






iroisième terme du second membre de cette 
1 vertu des conditions précédentes. Pour que 
éduise aussi à zéro, il est évident que les fonc- 
vent encore satisraire à la condition 

(Bt, 9,) = 

mrs des indices 

), I, 2,..., l. r = l; 2,..., m. 



18 maintenant que, si dans l'équation donnée 
sence de fonctions ^i,..., g)m, remplissant les 
elles des conditions (^) qui correspondent à 
à-dire les conditions 

0. (H, g.,) = 0,..., (H. <p„)=0. 

re au reste des conditions (|3) il suffira de 
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H, = iCi(»'it ip^,--, Vm) = ai,-.. ^i = if(<Ç'|, 9a,.-. 9>in) = «/. 

tCi,..., ^{ désignant des fonctions assujetties à cette seul 
dJtioD, que du système des équations précédentes on ne 
tirer aucune relation enlro les seaies quanlilés B,,.., Hi, • 
qui est la même chose, entre (i|,.-, ai. Mats il est évident qi 
sera toujours possible, si l<^m. Par conséquent, le nomb 
équations satisfaisant à l'équation donnée, qui peuvent êl 
terminées de celte manière doit être égal ou inférieur à m 

Si TR n'est pas plus grand que n — I, et que toutes le 
(ions <pi,..., <pm contiennent réellement les variables ^i,>. 
et avec cela soient distinctes et indépendantes par rapport 
variables, alors, il est beaucoup plus simple de poser 

Bi^<pl z=:fl,,.... Ha, =tfm = a». 

57. Quant au moyen de décnuïrir, pour one équation d 
l'existence de fonctions ipi,q)^... satisfaisant aus condition 
quées ci-dessus, on ne peut donner pour cela de règle gé 
Toutefois il y a un cas où l'existence de ces fonctions < 
évidente, et où par conséquent la méthode précédente peu 
pliquer sans difScullé. 

Supposons l'équation donnée mise sous la forme 

mxi,..., Xi-itpi,..., pi-i, Vi,---. 9'»)=0, 

la fonction Jï ne contenant explicitement que les variabl 
Pt,.-, aa—i, pi~i; la fonction tpi ne contenant que les va 
Xii pi,"t ^i-i-t-'ii pi\ii—i',.-.', la fonction q>m ne conteoai 
les variables Xi^ii-\-...-^i, pi^k^...^i,.., Xmpw On peut dir 
que dans cette équation les variables sont séparées. D; 
cas, il est évident que les conditions 

(H, <pr)=0. (ç.r. Ç'.)=0 

snnt satisfaites pour toutes les valeurs 1, %■.., m des in< 
et t. D'après cela, en vertu des conclusions précédentes, 
de l'équation donnée, ou peut intégrer séparément cbacur 
équations aux dérivées partielles du premier ordre 

H(xi,.., a:i-.i, pi,.., pi-i, fl„.., a„) = a. 



11,.., om désignant des constantes arbitraires. Si les Inti 
complètes de ces équations sont respectivement 
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*0 + ®^0 * *1 + ^1 » • • • * 2^m + Ofii» 

1 intégrale complète de réqaatiou donnée sera égale à leur somme 

a étant la somme des constantes arbitraires ct^, cfi,..., dm* intro' 
duites par simple addition. En effet » il est facile de s'assurer 
que cette intégrale satisfait à l'équation proposée, et qu'elle ren- 
ferme n constantes arbitraires. 

58. Remarquons qne, si une des fonctions «pi,...., q>m ne 
renferme qu'une couple de variables correspondantes, telles que 
Xi et pi, en égalant alors cette fonction à une constante arbi- 
traire au et tirant de cette équation la valeur de pi en Xi et uù 
on en déduira l'intégrale zi au moyen d'une quadrature. 

Si une des variables, Xk par exemple , n'entre pas explicite- 
ment dans l'équation donnée, on a alors l'équation pk = a^, à la- 
quelle correspond l'intégrale 

zk = akXk» 
D'après cela, les intégrales complètes des équations 
dz jf f ^^ ^^ dz \ 

dXn ' \àXx * Sx^ ' * ' * * dXn—lJ * 

et 

peuvent s'obtenir sans particulariser la forme des fonctions f et 
Fy et il est évident qu'elles sont respectivement 

z + a = flia?! 4- a^x^ + . . . + an-iXn-i + /(a|, . . . , anr-\) • Xn, 
et 

2 + /3 =/i/;i (ai, Xi)dxi +f'^^(€Li, x^) dx^'\-.. . 

+/if;n_i (an-i, .T„-i)rfar«-i +/i/;n[F(ai,.., a„-i), Xi^jixny 

'^i» '^2}"" 9 '^n étant tes valeurs respectives de /i|, p^,...., pn, 
nées des équations 

59. Soit l'équation 

"" \3ari * Sara * * * dxnj' 



aux dérivées parUelle» du premier ordre. 
Si l'on représente son intégrale par l'équation 





.(:r„... 


.^„ =)=« 




en tirera 












dz 
■■■■ &=■ 





âs=»"' & = »>"+'■ 

Par la substitution de ces valeurs, l'équation donné 
, = Ff__EL _-Pb. _ -El 

dans laquelle les variables sont maintenant sépart 
qnent, l'intégrale de l'éqnation transformée sera 
somme des intégrales des équations aux différent 



<- 



La dernière équation, en particulier, s'intèj 
lorsque la fonction F est homogène du degré ( 

g^f-i â — 9 ^"^ prend alors la forme 



/-), 



pi.+i=— [F(a„.., «„)]f -ï »*. 
Par suite, l'intégrale complète de l'équation trans 

En égalant le second membre à zéro, on en tire, 
de z qui satisfait à l'équation proposée, 

^ '* ^ [F(fl„a, a„)F 

60. Considérons un cas plus jgénéral. iSoU 



Imicàtntttks; sur t'tntégraHmi dei HiuationE 
. = F(^„..,^.,5jr j^> 

dësignaot une fonction boniogène du degré ft par rapport à 
,-.., g—. A l'aide de la transformation précédente, et en 
iservant les iDémes notations, l'équation donnée prend la forme 

i/>„+i*'=(— l)j"F(j-,,..., x„, pi...., pn). 
problème se ramène donc à l'intégration des deux équations 

ip,+i^ = (-lyA, F(xi,..., x„, pi..... pn) = A. 
L'intégrale de la première de ces deux équations est 

•' + «' = -;:i] -<'>"■?■ 

signons l'intégrale de la seconde par 

»" + «" = JFCa;,,.., xa. A, Oi,... on-i).' 
Dtégrale de l'équation transformée sera, d'après cela, 

v + f — Fix,,.., Xn, A, «,,... a„_i)--^j^^i~, 

ù l'on tire enfin l'intégrale de l'équation proposée, 

. = ^^A-.lf(' '.. A. «._,)]4l. 



Comme exemple de ce cas, prenons l'équation 

, après la transformation, prend la forme 

nous remarquons d'abord que les couples de variables corres- 
idantes t et p^, x^ et p^ sont séparées; le problème se ra- 
ne donc à l'intégration des équations 

ip4» = a, x^pi = b, ^ + — Pi + ûPî + 6"a:3 = a. 
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Or il est évident que, dans la dernière équation» les variables a:i 
et piy ^3 et P2 sont également séparées. Nous avons donc à in- 
tégrer les quatre équations différentielles ordinaires 

zp^^a, a:2P2=^à, ^+ —p — c, bps V b^a:^ = a - c, 

dont les intégrales sont respectivement 

v'' +a" =6loga:a, 



J/rr ■ ^fr/t (^ — ^)^3 ^^S 



Par conséquent^ l'intégrale complète de l'équation transformée sera 

bxi 2 /b^ \* . jLi (a — c)ar3 



OTi 2 /ô* \ï (a 



Enfin ^ en égalant à zéro le second membre de cette équation, 
nous aurons Tintégrale complète de Téquation proposée. 

61. Dans les exemples précédents, la solution complète s'ob- 
tenait au moyen de la seule séparation àes^ variables. Maintenant 
il ne sera pas inutile de traiter un cas dans lequel l'application 
de ce procédé, quoique simplifiant le problème et donnant une 
partie de sa solution, ne dispense pas toutefois, si Ton veut ob- 
tenir l'intégrale complète, de recourir nécessairement à la méthode 
de Jacobi.' 

Soit donnée l'équation 

"" \ * dxi * 80:2/ Vô^i 8ara/ dx^ \dx^/ 



{dx, "dxjKdx, + ^V \Û ■•■ "^V 



dz dz ^ 
da?3 Bxq 



Cette équation renferme six variables indépendantes Xi,,,, x^, et 
ne contient pas la fonction inconnue z elle-même, mais seulement 

dz Bz 

ses dérivées partielles^ — >••» -k — . En désignant celles-ci re- 
spectivement par pi,.., p^, et n'introduisant pas d'autre change* 
ment dans la forme de l'équation proposée, cette équation deviendra 



r 
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{x^Pi +^1 P«) ^a +pB (Pi — P») [p*^ + (Ps + ^*) (Pb +^fl) Poï = «- 
"-'-'-inaat il eat évident que les variabteij x^, pi, x^i Pc. 
De paît, et d'antre part x^, p^ x^, p^, x^, p^ sont né- 
n égalant à une couatante arbitraire a l'espression entre 
qui est formée avec le second groupe de variables, on 
problème à l'intégration des deux équations 

P4'+CP6+«4)(P6 + ^<1)P< = «. 

(j;rf)i+a:,pa)a:a + a;)a(Pi— Pi) = ". 
iinière de ces équations s'intègre très -simplement au 
la séparation des variables. En effet, remarquons d'a- 
a variable indépendante x^ n'y entre pas explicitement ; 
' conséquent 

Pa = |3; 
prendra la forme 

P4» + (? + :^4)(?+^6)P» = ". 

ent maintenant que les deux couples de variables x^ 
it Pf so&t séparées. En posant donc 

(? + ^s)p9 = y. 



, = \r^- 



îsAcs+pfldare = V>^-§y~YXt.dxt + pdx^ + ^^ . 

ire, par l'intégration, la fonction cherchée 

+ ^' = gp (a-^y-rxi}i + i3a:, + log (§-t-Xt)y. 

issons à l'intégration de la seconde des équations pré- 



ff = (araPi +«ipa)*s + «PsCpi— Pi) = a- 
perçoit pas la possibilité de séparer les variables, 
rons donc la méthode générale de Jacobi, pour trouver 
ons Hi, H^ des variables Xi, x^, x^, pi, p^, pg. 



aux dirivéti parUtitet du premier ordre. Ch. ¥, %. li 

D'abord nous cbercherons uoe fonction Ht aatisfaUan 
quatioii linéaire 

dH 8H, dHBH^ SHSH^ SHdi 

SHdffi BHdH,_ 

dxy èp^ Bpg Bxy ' 

puis nue autre fonction ff, Gatisfaisant aux deux équationa 
tanëes, de même forme que la précédente, 

(m) (H. fl.) = 0, (Ht. H^ = 0. 

D'après cela, la fonction S, devra être déterminée 
une àea intégrales dn système d'équations simultanées 



dp. 


dp. 


dp, -dx. 


-dx, -dx 


m 


hu 


au — BU 


~ BH ~ an 


8,, 


Sx, 


Sx, Bp, 


Bp, Bp, 



lesquelles, par la substitution de la valeur donnée de H, pi 
la forme 



dp. 


1 x,p, 

-dx 


dp. 




x,P, 


x,P,-ix,p, 

-dx. 


. -dx. 




'!,X,-\- 


-p, x,x,—„p. 


■ «(Pi -p. 



D'après une propriété connue des rapports égaux, le [ 
et le second, le quatrième et l« cinquième rapport du s 
précédent donnent l'équation 

d(£i_tPa) _ _ djXi-X^X t) 

dont l'intégrale est 

(a^i + x^ipi +pa) = const. 
On peut donc poser 

63. Il faut ensuite déterminer la fonction H^ sati« 
simultanément anx deux équations (m). Pour ce calcul, 
commode de s'aider du tableau suivant: 



Imaekenetlky: Sur Ptntigratton des égvaUon» 



a. 


P«'. 


p.+>. 


« 











h. 


'.^. +«?. 


'.+*. 


Pi 


« 




-'. 


il. 


Pi', 


P.+Pl 














a. 
"S7 


x,«.-^. 


x,+*. 


— p« 


— 


-1 


'. 


a. 
5^ 


I,p,+I,p, 








-H 





f,-p. 


». 


•frl-p.) 








» 





o 



=0. CJÏ„ q,) (Ht, vJ=0. CM 6) (B, e')=S' 

=P,«_P,» =<P,— PlJl. =0.— Pt>'3" 

= 89.. = — .1,6 +o(Pi— P.J' 



= 6'. 



= ^ + 0. 



Dans ce tableau sont inscrits, en tête des différentes colon- 
nes, le« symboles des fonctions qui entrent dans le calcul, et 
dans les colonnes elles-mêmes se trouvent les dérivées partielles 



dsi ' 



inscrites à ganche 



de ces fonctions. Les notations 

du tableau, indiquent la rariable par rapport à laquelle est prise 
chaque dérivée. Enlin, au bas de chaque colonne, nous avons 
placé les valeurs des combinaisons de la forme (A, B) de la 
fonction correspondante à cette colonne avec lee fonctions précé- 
dentes. C'est principalement pour le calcul de ces combinaisons 
que notre tableau est commode. 

D'après la théorie, il faut commencer le calent de O^ par 
déterminer une intégrale de l'une des deux équations (m). Si 
l'on prend pour cela la première de ces équations , tl faudra dé- 
terminer une des intégrales du système (n), autre que tfi = const 
Le premier et le second rapport de ce système fournissent l'é- 
quation 



dpi _ dp2 



dont l'intégrale est 



aux dérivêet parlielles du premier ordre. 



-PC P£. 

"2 2 



Au moyen <Ia premier, du second et do dernier rapport dv 
tème (n), nous avons l'équation 

ttd(pi—p,) = XidXi, 
dont l'intégrale est 

t|i = o (pi — p,) - -^ = const, 

64. Le tableau précédent montre que l'intégrale <p nt 
fournir la râleur de H^, parce que le résultat de la substi 
dans (Hi, qi) n'est pas égal ^ zéro, et que, ce résultat étar 
fonction de ip, alors en vertu de la Remarque 1 du §. 18 (ar 
la fonction ip ne peut servir pour le calcul de ff^, lorsqi 
déjà choisi la valeur de Hf 

On voit par le même tableau que l'intégrale i> satisfa 
deux équations simultanées (m); on peut donc prendre H^ 

En égalant les valeurs trouvées pour Hi et pour H^ r 
tîvement à des constantes arbitraires b et c, on aura, au li 
l'équation donnée, les troia équations 

ai~(xi+x)(pi+p)=à, 
«,' 

fft = "(Pi— Pa)— -2" =<=' 
d'où l'on tire algébriquement 

„ _ à c V 

P« — 2(a:, +a:a) 2« 4a ' 

2a— 6Ji j^ 1 , , 

'^=2ï;::S? +2i<*i-^J».' 

par conséquent. 



Imic&enettkp: Sur fintigraiion de» ègnaiiens 
Pidxf +p^ix^ + pfdxt 



"2 :r, + a: 



- + 5- (rfx,-dx,)(c4-^) 



+ 2;: (:r, - ^,) x^dx^ + ^^TTT *'*»■ 



intégrant cette expression , nous obtiendrons ia seconde 
ie l'intégrale cherchée, 

+ ^ arotans ^^ - g l.g (2r + :r.«). 
r conséqnent l'intégrale complète do problème sera 

(:t. +i.)'(l» + J.)'' , 1 . ,,..V, 

= leg ï + 9^(^|— ^•)(c + -9-) 

(•2c + V)' 
+ ■i-A „„„j ^ + _(„_^,_,,,) + ^»„ 

-f- ^", A, c> a> ^> y désignant dix constanteo arbitraires 



Voyonx s'il n'eut pas possible d'obtenir la solution du 
le, en commençant le calcul de la fonction H^ par ia dë- 
tîon d'une intégrale de la seconde des équation» (m). 

ntégratinn de l'équation 



-(^t+^a) 






êne à celle du système d'équations 



dpi dpt —dxi —dxt 

intégrales sont évidemment 
pi —pi = const, Pi — p%-\-Xi —^t =^ const. 



aux dérivées parUelles du premier ordre. Ch. V. S- i9. 85 

Prenons Is première de ces int^rales. Gomme étant la pins 
Bîmple, et posons 

ê=pt —pf 

Le fablean cï-denaa nou» Tait voir que le résultat de 1; 
tution de 9 à la place de H^ dans la première des équal 
est —x^6, et cette fonction, que nous désignerons pur 
d'après la théorie, nne noDvelie intégrale de la seconde 
(m). Le résultat de la substitution de B' à la place de 
la première éqnation (m) sera 

La fonction ff' est évidemment nne nouvelle intégri 
seconde équation (m); maïs elle s'exprime en fonction i 
précédentes S et 6'. Nous arrêterons donc là les Bub« 
et nous chercberbns nne fonction F des deux intégrales i 
i9 et ê', qni satisfasse a«x deux ëqnatiofis (m). Pour < 
m on a les équations 

flF SF 



'dd''- 

[H, F($, ê')] = (H, «)|f +(ff. «')5^ 

La première de ces équations est satisfaite par une for 
conqne de la fonction F; la seconde sera satisfaite, si I' 
mine F comme intégrale de l'équation 



r + «e« 



En exposant la théorie générale, nons avons introi 
un pareil système d'équations une nouvelle variable t, e 
la valeur commune des rapports précédents à le différer 
Mais dans le cas actoel il sera aussi simple de se pass 
viable auxiliaire. Bn effet, l'équation précédente pen 
sous la forme 



1 



ImMcàeneiikp: Sur rtnUrralion det ignaOoiu 






intégrale de la première équation (m) avait déjk été 
idiatement du système (n), et nous l'avions désignée par 
[iile> la nouvelle voie conduit à la même intégrale cooi- 
endant, quoique plus longue, elle est plus intéressante 
icédente, en ce qu'elle présente une application plus 
le la théorie de Jacobi. 



5. 20. 

fous alloDH maintenant introduire, dans l'exposition de 
e de Jacobi, les simplifications et les compléments 
té question à la fin de l'avant- dernier paragraphe (art 53). 

sentons encore l'équation donnée par 

»(jr„..., x„ pi...., p,) = a, 

I inconnue t des variables indépendantes ^1,..., Xn n'y 
e psr ses dérivées partielles pi,..., pni et le système 
équations cherchées qui doivent la compléter par 

ffi = a,. Ht = Oai-'-. Bn-l = On-l, 
tfB membres devant être des fonctions des variables 
Ptf'i P" 9<i'> <i0 contiennent pas les constantes arbi- 
...., a,-i. 

stème de r équations peut évidemment être remplacé 
litre système équivalent. Par exemple, par la première 
lationsi on peut exprimer p, en fonction des antres va- 



aux dérivée» paritelies du premier ordre. Ch. V, 

riables et de a; en eubstitaant cette valeur de pi dans 
éqaation, on pourra en (îrer la valeur de p^ en fonctioi 
les variables restantes, hormis pi ^t p^, et des consts 
En continuant ainsi, il est clair que l'on pourra généra 
primer cliacane des n premières quantités de la série 

Pu Pa.---. P" «I. ■*&>•■■. «B. a. «t..-., «.-J 

en fonction des 2n quantités qui les suivent dans cetti 
l'on désigne ces expressions respect ivenieot par lUi, i 
nous aurons, au lieu du système d'équations précédeni 
système équivalent, composé aussi de n équations, 

p,-~(0, =0, pj — (0, = 0,..., pn — an = 

67. Comme nous avons aouB-entendu, dans ce qi 
que les premiers membres des équations if = a, H 
satisfaisaient identiquement à la condition 

(a) (Hi. Hk) = 0. 

pour toutes les valeurs des indices t et k prisée dans I 
nombres 0, ),.., n^— 1; alors, en vertu du Tfaéurëroo I 
{art. 41), les premiers membres des équations pi ■ 
p^ — ios=0,... devront satisfaire identiquement à la co 

pour les mêmes valeurs des indices î et k. Et de méi 
équations (a) nous ont servi pour la détermination suci 
fonctions H,,.,., J?*— i au moyen de la fonction dom 
m£me les équations (fi) pourront servir à déterminer le 
Eo,,..., «n au moyen de la fonction donnée a,. Mais i 
de voir que les équations (6) sont plus simples que lee 
(a) correspondantes. 

En effet, ces dernières sont toutes de la même foi 

n^lKdxmëpm Spm Bxm/ ' 

et, comme chacune des fonclions Ht, Ht contient toi 

variables a-i Xa, Pi,.-.,pa> chacune de ces équi 

2n termes. L'équaiion correspondante du système ( 
d'après la même loi, sera 



Imtehenettkp: Sur rintégraUon de» éçnafiont 
( pi+i — OM+l , pt+i — lOk+l) 
pi+t—m+i) d(pi+i~~ak+t) _ 8(ptt.i~ai^i)d(pk+t-mk+i) \ 

dxm Spm 3pm Bx„ ) 

= 0. 



I si l'oD observe que les fonclione (ai^i, wk+i, qui peu- 
Tertner toutes les variables 3ei,..,xi„ ne doivent contenir, 
s variablett p,,..., pn, que celles dont les 'indices sont 
emenl pins grands que les indices i-f-l, A-fl de ces 
; il est facile de s'assurer que i'riqualion précédente aura 
moins de termes que les nombres i + 1 , lt-\^l seront 
nds. U'aprèd cette remarque, et en supposant i<A, on 
évelopper coiume il suit la somme qui forme le premier 
de Tëquation précédente. 



<«. = 1) 




(m = 2) 




(m = i) 


)«, ' S*. + ' +•••■ + 




0, 0, 


0. 


= i+l) (™ = > + 3) 









+... 




(» = *) (». = 4+l) 




if- » 


+ 


V»+i 




(ra = i+2) («.= 


") 


ïttA. _ 


*5 


9 


8 

+ ...+ _; 


a:. 


Swt+» 



S ce développement, naas avons remplacé par des astë- 
[*) les éléments de chaque déterminant qui devaient être 
s par zéro. Il est évident, d'après cela, que l' équation 
ite peut s'écrire comme il suit, 






aux (tèrtvées partielles du premier ordre. i 

I Swt-n dam Di^+i geaf-fi 8on.|.i 

;) l 8arf+i Sa^t+i m=i+2 Spm Siîîm 
'9ti>i+i 3<»it+i Smj-fi Son 

et que le nombre de ses termes est égal à 2n 
par exemple, dantt la première équation àa systèi 
qaelle t = 0, k = \, il y a 2r — 1 termes; dans 
i=n—1, k=n — \, il y a seulement 3 termes. 

68. D'après cela, la fonction m, des variabi 
J^],..., Xn devra être déterminée au moyen de la 
lEi], pur l'intégration de l'équation linéaire 

l (;?. - û>. , p, - <«,) = - g^^ + ^ - j 

3m, 



"^ /Sa, Su>-t 3(0, 3m, 

m=a VSiïm 5^ 3pBi 3.^1 



<lans laqnelle la fonction cherchée p^:=a>t entn 
par ses dérivée» partielles, mais encore explicit 
coefficients. Le nombre des termes est 2n — I, 
eux ne contient pas les dérivées partielles de la foi 

La fonction (O3 des variables p^,.-, pn, Xg,... 
déterminée au rooyen des fonctions connues o>, , 
à satisfaire simultanément aux deux équations lin 

doi dc03 8(0, 80)3 

(Pl — «S- Pi- 

dont les cneflicients contiennent pareillement la fc 
Pi = («3, et le nombre des termes est égal pou 
in— 2, pour la seconde à 2» — 3. 

En général, lorsqu'on aura déjà déterminé 



' eneisky: Sur flnlÉgraUonttes équattons 

alom, au moyen de c6b fonctions et de la fonc- 
nn devra délermîneT nt-)-i en fonction de pi^%,.., ;>■, 
anière à aatisfaire simuKanëment au système deo 

j+i ~ i»*+i) = 0, {pt — «a. /»*+» — w*+i) = 0, . . , 
(pi— in, /»*+! — ai+i) =y, 

le la forme de l'équation (c), et s'obtiennent en 
emeiit dans celle-ci 



eur rorme, nous n'aurons qu'à répéter les remat- 
haut sur les équations des systèmes précédents, 
le Icars termes seront respectivement 

■■ln~k — \, 2b-A— 2,..., 2II-2A+1. 

Ire de cette manière chacun des n systèmes d'é- 
vent à la détermination successive des fonctions 
Mais on voit par ce qui précède que, dans les 
îoijs d'un même système, le nombre des variables 
lie, non plus que celui des termes. Ainsi, dans 
I, les nombres des variables forment évidemment 



-1, 2b -2, 2m— 3,..., 2b— A, 

termes étant exprimés par la série (£')• 

lice, il filut transformer les équations ci-dessus, 
ndre le nombre des variables, ainsi que celui des 
1^ dans tontes les équations d'un même système, 
t égaux aux nombres des variables et des termes 

équation du système. Ainsi, dans cliacnoe des 
1 réduira le nombre des variables à 2r — £. et 

à 2m— 2A+1. 

içoiis par appliquer cette transformation aux équa- 
emière de ces équations peut s'obtenir îmmédia- 
la fonction (Uj des variables p^,.., pn, x,,. 
lement de l'équation donnée; mais on ne peut 
e qu'après avoir déterminé une intégrale p^^m^ 

Dès que l'on connaîtra cette intégrale, où 
:ti<in de pg,-.., pn, Xx,..., Xa, on pourra alors 
4(ituer dans m^ la valeur de p^ et exprimer 
i mêmes variables que (»«, d'où il devra résultai 



aux dérivées partieUei du premier ordre. Ch. V, g. 20. 91 

une simplification d« la première des dqaations (2). E 
par tOi ce que devient la fonctinn to, après la sabï 
par t une quelconque des variables p^,,.,, p^, Xi,... 
clair qu'on aura 

3(0|' d(i>| 8(0i Sm^ 

Cette Formule indique d'elle-même de quelle manièi 
la transformation demandée. Pour cela, il est aisé d 
faut ajouter à la première des équations (2) le produî 

cnnde par ^— ^ > ce qui donne 

(8(0, d(0| 8(0| Siat\ /Sra, 3w| Bwj'^ 6wj 
"^" (/8(d| 3(0i ScO(\d(i}g /3o>i , 3wi 0o>a ^ 

ou, en remarquant que 

dtoi dox Sm^ ëmt _ „ 
dpt 8xf 3p, dxt ~ ' 

et ayant égard à la formule précédente, 

f. 8 ta/ 8^ _ 8<a,' ëatg 

Sx^ dxi 8p^ 8xf 

'%' /9tO|' 8a)3 _ 8o>i ' 8ni3 

IB=4V^^ 8^ 8pm Sxn 

On remplacera par cette équation la première de» 
&), après quoi ces deax équations ne renfermeront pi 
l'autre que les mêmes variables p^, p^,..., p», ^i. -•-> 
ront le même nombre de termes 2» — 3; de sorte que 
équations se transformera dans l'autre, lorsqu'on ebanf 
<»a et vice versa. 

It est évident aussi que ces deux équations peuvc 
présentées symboliquement sous la forme 

!(Pt~a,', Pi — »s)=y. (/^-««. P«-"i) = 
et que leur combinaison donne encore une troll 
identité, 
(p, — M,', p, — 0)^=0, 



scltenetikj/: Sur finlégraHon des égnaUom 

avoir lieu en vertu du Théorème IV du §. 17. 

suivant la niém« marche, on pourra effectuer la trans' 
iulue dans tous les systèmes successifs d'équations 
à la détermination des fonctions 0)4, a^,.,.. ii&as 
donc à chacun de ces systèmes en particulier, nous 
ler la marche de cette transformation pour les é{|aa- 
rt. 6U) , qui peuvei^ représenter un quelconque deis 
e l'oD aura à considérer. 



ut former les équations (A) qu'aprè 


avoir déjà ob. 


0, = M,(pa,,... pn, Xi,..., X,), 




P4 =û>,{p3...., p„, Xi.,.., x„). 




pl-I = <Bt-l(p»,..., pn. Xi,..., Xt) 




pk =û>l(p^^.l,.., p„, x^,..., X,) 





lière se tire algéhriqueroeut de l'équation donnée, et 
i respectivement de l'intégration des équations (1), 



tituant les valeurs dept, pk—i,.., p^ représentées par 
s successives, dans chacune des équations précédentes, 
i toutes les fonctions U|, nt^,..., tok-i de la même 
;8t exprimée la fonction ai, c'est-à-dire au moyen des 
,-^1,...., pn, Xi,,..., xn. Si l'on désigne par Ui', 
■1' ce que deviennent ces fonctions après les substi- 
par t une quelconque des variables dont elles dépen- 
■1 viendra 

;— 1' Bmk^i dwk—t Bat 



Spk St 



" Spt-i St '^ Spt ~§t' ' 



aux dérivées partielles du premier ordre. 

71. Ces fDTroales montrent d'ellea-méraea 
procéder pour faire la transformation deman 
équations {k) ' 

(pi — u>k, p 
et désignons -les respectivement par 

(A,), (As),..., (Ai). 

Pour les réduire à la forma de la dernière 
cera la transformation pat l'équation (kk—i), et 
l'indique la première des équations (,d), on aj 



i&k-t) l'équatioD (h) multipliée par 
q nation 



3pt 



Spt 
ou, eo vertu de la formule en question, i'équali 

i_ 3tut-i' fliut-fl Soik-t' ftutf ï 

dxk+i Bxk^i SpH-> S^i+i 

qui remplacera l'équation (At— i) du système (/ 

Pour transformer l'équation (At— s), il faui 
conde des, formules (d), ajouter à l'équatioi 

(At_i') multipliée par g— ^» et l'équation ( 

dui-a . . ,., ^. 

-^- — 1 ce qui donnera I équation 



dpk 

, 9a:i-fi ■•■ aa;i_2 dpk+i Sxiï^ 

m^ / StOk-^ dtak+t ftut-a' Ba 
«=k+A Bxm dpm ~ ~^ "â 

Supposons que, en continuant de cette mi 



lur PMégraUo» det éç 



inci du Bystèro* fk), i 
«former aoMi celle-ci 



ère des formules (d), 

80»! ' ftut- fl 
•k+l Bail' 8"*+' 






|u'oD rem placera l'éqii 
■ansformé se compose 

ODS entrent les seule 
1, et elles contiennent 



équations Se transfi 
e des foDctînns «i', • 
T toutes par la même 

Spm èpm dxm ) 

l=\,%...,k. 

ut servir à représenl 
I, qui s'en déduisent 
lice k les valeurs 1, 
ces valeurs, à l'ind 
le k. 

re que le système {k) 
s la forme 

0, (Pi-w»'. Pi+i — 
(pj — "t. ;»H 



aux (létfpéet parUettêa du premier ordre. Ch. V, g. 2t. 95 

u,', m,' .lui dësignaot des fonctions des a 

/>tfl,..., pn, Xi,..., Xu, 

^ A ces équations on pCQt encore joindre les id 

(pi — mi', pe—oie')=^Q, 

qui ont lieu, en vertu du Théorème IV du §. 17, j 
valeurs de l et ie ^ prises dans la suite des nonil 



§. 21. 

73. Avant de traiter (te l'intégration des sy. 
lions obtenus dans le paragraphe précédent, fais 
encore une dernière transformation, d'ailleurs très 
forme, et qu'il sutlira, en conséquence, d'expliquei 
(e), qui représente le type général de toutes les t 

Dans l'équation (e), pk+i=o'k+i désigne la foi 
des variables pt+i,.., p», Xi,.-, ^h; et wj' est un 
née. dans laquelle entre, outre les variables précéd 
tion elle-même pii+i^<oi,+i qu'il s'agit de déterr 
cela, suivant le procédé ordinaire, on transformera 
en une autre, pareillement linéaire, dans laquelle 1 
se joindra aux précédentes comme variable indép 
la^nouvelle fonction inconnue n'entrera plus dans 
de l'équation. 

Supposons, en effet, que 

ft(pk+l, pk+t,-.. pn, Xi,.., ;i:ii) = GOnBt.: 

soit l'équation d'où l'on doive tirer la valeur 

pk+l = (Ui+l. 

satisfaisant à l'équation (e). L'éqnation ft^ak, ] 
tion de la valeur tat^i de pk+i, ae changera ei 
suite, en la diSérentiant par rapport à l'une qnelcc 
riables pk+t,.., p», X|,..., Xn, nous aurons encore 

ou 

_ JA. 3-Hi _ 5A 



tfS ImicUenetËhy: Sur l'intégration di 

3f: 






l'ëgalité précédentes 

équation peut encore se in 

(p/ - cul'. A) = 0, 
itant des fonctions des seulei 



les équations étant final en 
, nous pouvons maintenant 
. Le plan général et l'esseo< 
ces de cette intégration sodi 
le nous avons développé au 
équations correspondantes, i 
fférence de détail provient 
e l'élimination graduelle des 
18 qu'il faut intégrer pour \. 
1 fonctions inconnues. De 

n — I ^^ystèmes à intégrer, 
s nombres d'équations que p 

passe à la détermination du 
inables est diminué de deux 
tuée à l'aide de la fonction *\ 
tement avant celle que l'on 
Sorie ^e trouve simplifiée p 
ctionnée sous un autre rap 
ïme contiennent maintenant 
es variables ne sont pas toi 
Liions, et cette circonstance 
lientôt, de délivrer ta théoi 
signalée dans la Remarque 
la sûreté des applications dt 



aux dérivées partielUs du premier ordre. Cà. F, §. 2i. 97 

75. La délermination successive des n — 1 fonctior- = 

■lues, nécessaires pour la solution de notre problème, [ 
présentée comme il suit sons une forme générale. 

De l'équation donnée aux dérivées partielles du prem 

H{Xi,.., Xn, pi,.., fJn) = a, 

on tirera algébriquement la valeur de l'une des dérivées | 
Px, en fonction des autres et des variables Xj,.., xa', sa 

Pi =<"! (!>«.••. P». a:,,.., Xn, a) 

cette valeur. Pour déterminer l'équation 

f,ipt,..,pn, Xi,.., i», o) = const. = fl„ 

d'où l'oD tirera l'expression de p^ en fonclion de p%,.-, j 
.. , ^H, a, Q], on prendra l'équation linéaire 

qui, en vertu de la formule (g), est de la forme 

et l'on déterminera nne de ses intégrales particulières, re 
Pf^, ce qui se ramène à la détermination de l'une des ii 
du système des 2n— 2 équations simultanées aux difféi 
ordinaires entre Su — I variables, 

dxt dx% _ dXf __ dp^ d 

1 ' dwi " " dtUf Bail * ' ' 2 

~ ^ ~ Bpi Sx^ d. 

Si l'on représente cette intégrale par 

9)(Pa<-'> pfu ^i<-'< Xh, a) = consl-, 

on pourra prendre f,i=tp, et de l'équation fi s: Oi on 
valeur cbercbée de p%, savoir 

P» = "«(Pj.- ■. P«. ^1. • -. Xm. a. a,). 

Ed portant dans la fonction u, la valeur que Ton 
trouver pour p^, et désignant par oi,' ce que devient ' 
cette substitution, on aura 



f Bx, 
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inr de p^ e^rimée ui moyen des mdroes variables 

ur déterminer ensuite l'équation 

i(Pi.--. pn. Xx,-., Xm, «, a{) = const. = a^ 

nir l'expreMion de p^ en ronctioii de p^,.., pm, Xi,.— 

. Og, on posera les deux équations linéairea simultanées 

(p. -"i', /y = 0. {;»,-<«„ f,) = 0. 
a de la formule (g), sent de la forme 

n=3\9^n ^^ 5^ dx„J ' 

déterminera une solution commune. A ces équations 
Qcore joindre l'idestité 

{p,— 8.,', ;>,—<»,) =0, 

n vertu dn Théorème IV du $. 17. 

irminalion de la fonction /^ satisfaisant aux équations 
linéaires aux dérivées partielles (a), s'effectue en s'ap- 
le Théorème i dn §. 17, et s'aidant de l'identité («'}. 

rchera d'abord une intégrale particulière de l'une des 
0, intégrale qui renferme /ij; ce qui se ramènera à 
: de l'une des intégrales dn système des 2n— 4 éqna- 
anées aux différentielles ordinaires entre 2n — 3 va- 

dXj _ dxa _ dp, dpM 

ooi( ■ • ■ ■ ftu|' fto,' - • ■ — g^j^/ • 

obtenir une intégrale de la première des équations 
système 

_dxp 



d:r„ dp. 


■=^. 


dp„ Sx, 


a 



obtenir one intégrale de la seconde des équations (a). 



aux dérivée» parUeiles du premier ordre. Cà. V, S- 21. 

Supposons, par exemple, que noos ayouA déterminé 
tégrale da premier de ces systèmes, 

^(Pi>--> Pn, Xi,.., Xn. a, ai) = cooat., 

dans laquelle x^ pourra entrer en jouant le râle de consti 

Cette Tonction ifi, qui représente une intégrale particiil 
la première équation («e), substituons - la dans la seconde 
équationa à la place de f,; substituons le résultat ip, < 
substitution dans la même équation à la place de /'g. et ; 
suite. Nous obtiendronu ainsi la série de fonctions 

(ps— tu,, i>) = ^t, (pt—<"t, ^,)=ica.-. (p%~i«%, *i-i) = 

On prouve aisément, an moyen du Tfaéorème I d'u §. 
les fonctions ^,, ^g, ... sont des intégrales de la premier 
tion (a). En effet, en prenant l'ideutité qui exprime ce th 

[A, (B, 0]+(*. (C ^)] + [C, M. B)] = 0, 
si l'on y fait A^pi — •"i', B =: p^ — wj, et que l'on ait 
l'identité («'), on trouve 

[Pi—i'. (P»—^ C)] + [pî-«.a, (C.pl->«^')] = 
identité qui a lieu pour tonte Fonction C des variables x, 
Pi,..,p«. 

En faisant maintenant tour à tour 

on obtient succès si veinent tes identités 

[Pi— V. (p»-"a. *)] = 0,' ou (;»,—«-,', ^i) = 
[p, — w,', dJ,-"!,, Vi)] = 0, on Ip, — w,'. H,^ = 



qui démontrent le théorème. 

Puisque iji, ifi. 4^..- représentent des Intégrales de 
mière des équations (a), il s'ensuit de là que 

ifi = const., 1^ = const, if% = const, . . . 

sont des intégrales du système des 2n — 4 équations diffère 
ordinaires sïmultanéea (jï). Mais ce système n'admet que 
intégrales distinctes ou indépendantes entre elles, et toi 
autres intégrales du même système en sont des fonctions, 
si, dans le calcul de la série t}', -t^i, *(>■,.., ^,.., on ne re 
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I de terme qnî se réduise à une conatante qnelc 
alors parvenir aécess aire ment à un te 
inctîon des précédents, et qui pourrt 
I qualité de constante. Supposons que I 

fant pas, ëvidemmeot, surpasser 'in — ' 

jtile de pousser plus loin le calcul de I 
ifl les nouveaux termes ajoutés seraie 
i première équation (n), mais e'ezprim 
intégrales déjà trouvées; et nous savn 
arbitraire d'une ou de plusieurs inté 
e aux dérivées partielles est aussi u 
on. En profitant de ce qu'on peut cho 
le de la Tonction des variables x^, if, 
la première équation (a), on pourra 
manière qu'elle satisfasse en outre s 



'■/'> <f'i>--> ^i— 1^ fonction chercbée; i 
e de /s dans la seconde équation (a), c 
mule (8) du §. 16 (art. 37), cette éqi 

ip^-<^. «) 
B6 de 

e cette équation linéaire se ramène à c 
us différentielles ordinaires eimultanéet 



■ i/,i '^^ ■■■ F(x^ i>,.., iff(_i 

it très • simplement à une seule équati 
de l'ordre î, entre les variables x^ et 



3^='i"=» ''• d!r,'-'d!^''- 



aux déTivéea partielies du premier ordre. Ch. V, g. 21. lOL 

Si l'on détermine ddc des intégrales premières de 

et qu'on y substitue los valeurs 



dx^ ' ' dœ^ 



*«.- 



on aura une tntégr&ie du système précédent d'éqnatio 

X(x,, ^, If,,.., ^t-i) ^ const 

Par conséquent, f^^O^^ sera une intégrale comi 
tions (a). En posant 

on en déduira la râleur cbercbée de p^ en foncttoi 
^1,.., Xm, a, o,, 0,, valeur que nous représenteroi 

Si, dans le calcul de la suite ifi^, ^((••> on reni 
qui se réduise à une constante, alors la détermin 
grale commune des équations (a) se fera très-sin 
en effet, ^{ = k, k étant une constante; nous auro 
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77. La méthode que nous venons d'exposer 
mination de l'intégrale commune des équations ( 
plus les imperfections de détiûl dont nous avons pa 
marque 1 du §. 18. Cela tient à ce que dans la set 
tiens (et) se trouve la variable x^, qui entre comme 
la première de ces équations. Si nous échangion 
deux équations (a), on parviendrait encore aux 
quencee, parce que la première équation contient 
qui entre comme constante dans la seconde. En < 



Sur eMÉgratbm àa éçua 



>or l'intégrale 
re da l'ëqnatioD 

lion diférantMUe ordiitûi 

M «n, ift oD tostos le< d 
n'en p«at résnitsr qu'une 
tioD précédente. 

valeur trouvée ^ = ai, ^ 
ra de nouvelles expressii 

= "l'i P* = V. 

ml plus que les variable 



e p^ en fnuclion de p^-, 
ea trois équations simutti 



Pt-'t', 


f,)=«. (ft- 


sont de la forme 


ïè 


-^:&h 


iè 


-ëa= 
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— "i". (p»-«*. *)] = 0, ou (pi— -i", *i) = 0, 

-"i". (P»-*». *i)] = 0. «» (Pi— V. <M = 0. 
-«•a'. (Pi— "». *ï)] = 0. ou (pi— «%'. *«)=0; 

itrcDl la proposition énoocëe. 

série <P, <I>|, <I^s,.. De «e dot pas par on terme égal 
étante On à séro, on derra alors finir par obtenir on 

s'exprime en fonclion des préc^eots, paisque chacune 
premières équations (y) ne peut être satisfaite que par 
égrales particulières distinctes. Soit Ok ce ternie, dans 
>n duquel, outre les quantités O, <V[,.., d>t-i, pourra 
«i la variable 2,. Posons donc 

pas plus grand que 2n — 6. ' 

n'nne fonction arbitraire des variables x^, (P, <Pi,.., 9k— \ 
SX deux premières équations (y), il sufGt de déterminer 
je manière à satisfaire à la troisième équation {y) ; elle 
iiicore également aux deux premières. Si l'on désigne 
I cherchée par », on trouve, pour la déterminer, l'éqna- 

gration se ramène au système d'équations sinmitanées 

dxt _ dO dOi _ _ dtf>t-i 

1 - "^1 - <P, ~~F~ ' 

ation d'ordre k à deux variables 

linant une de ses intégrales premières 

^(^- *' ÂF/" rfi^i) = ''»"«*■. 
ii tuant les valeurs 
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on obtiendra la valeur cherchée 

de la foDctioD f^ qui satisfait à l'ensemble des équations (y). 

Si dans Tégalité 0k=Fy l'indice ^ = 1, la fonction F sera de 
l'une des formes 

F(x^, O), F(0)y F(x^), F=const, F=0.* 

Dans tous ces cas» comme nous l'avons montré dans l'art. 77» la 
méthode précédente pour la détermination de l'intégrale commune 
des équations (y) ne tombe pas en défant; au contraire» son appli- 
cation se trouve simplifiée. 

79. En posant /3r=:^s=:const = a3, on tirera de cette équa-r 
tion une expression de p^ en fonction de Ps»**» pn, â;|,..» orn» a, 
(il, »2* ^Zf 'soit 

Par la substitution de cette valeur de p^ dans les fonctions oji\ 
V) ^z> ®î ^'^'> désigne par tOi", oo^"» (03' ce que deviennent ces 
fonctions respectivement, on aura les valeurs 

Pi = o>l'^ P% = û>a"> Pz = ws' 
de Pi» p^ p^ exprimées au moyen des mêmes variables que p^. 

Pour, trouver maintenant l'équation /4 = const. = 04, qui doit 
donner l'expression de p^ en fonction de jpe» ..» pn> ^i»*-» ^n> il 
faudra intégrer le système des quatre équations simultanées linéaires 
aux dérivées partielles 

{pi - <'s fù = 0. {p^ - «/, A) = 0, 

(Ps— «a'i A) = 0» (P4- »4, A) = 0. 

80, Mais l'essence de la méthode a été déjà suffisamment 
expliquée par les développements que nous avons donnés sur la 
marche générale de l'intégration des deux systèmes (a) et (y); 
de sorte qu'il est maintenant très -facile d'étendre l'application de 
cette méthode au système des quatre équations que nous venons 
d'écrire» ainsi qu'aux systèmes d'équations suivants. Supposons 
que de cette manière on ait déjà intégré n — 2 systèmes, et qu'il 
ne reste plus à intégrer. que le (w-fj )'*"•* et dernier. Soient 

7* 



■r 



..^ 
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^(Pif> pn$ ^i>..» ar») = a, 

rëqnatîoD donnée et les intégrales des n systèmes déjà intégrée. 

D'après la méthode d'intégration précédente, on devra tirer 
de chacune de ces équations les expressions de chacune des 
n — 1 premières quantités de la suite 

Pif Pif» Pn-U Pn9 ^i»-«> ^n» O, Oi,.., On—* 

en fonction des 2n qui la suivent En conservant les notations 
précédentes^ représentons ces expressions par 

Il faudra ensuite porter les valeurs de pn-i, /'«-«»••••> Pt» 
fournies par les équations du système précédent, en remontant 
depuis la dernière, dans toutes ces équations jusqu'à la première. 
£n conservant le mode de notation déjà employé, marquons le 
nombre des substitutions successives, effectuées dans chacune 
des fonctions œi, a;^,.., en affectant ces fonctions d'un indice su- 
périeur correspondant. On aura de cette manière 

pour les expressions de Pi,.., pn^i au moyen de pn$ ^i,***, ^uf 
Passons maintenant à la détermination de l'équation 

fn—l{pnf •IPi,-., «a?»» fl, Ûl,«-, a«-2) =rconst. =5 CTti-l, 

d'où l'on doit tirer pn en fonction de â^i,..., Xm a, a|, ..., Os-i. 
Pour cela, prenons le système des équations aux dérivées par- 
tielles 

{p, -wiC- «), /«-i) = 0, 
{p^ -W-3), /«.i) = 0, 

lesquelles) en vertu de la formule (^), sont de la forme 
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Sot, + ôo;» dpn "" fi/?» 3^« "" "' 

8A^i 80^-33) 8/«..i 8aia("'-«) 8A^i _ ^ 
(d) { 8:tra 8a:ii âpn 8/>, 8a:« ' 

l 8arn-l "S^ 8/>ii "5p» 8^n ' 

et déterminons leur int^aie comnmne /»-.!. Les principes de 
la méthode d'iot^ration de ces sortes de systèmes d'équations 
ont été exposés ci-dessos avec détail; c'est pourquoi, dans lo cas 
présent, nous nous bornerons à de courtes explications. 

81. On commencera par déterminer une intégrale particulière 
de Taoe des équations (fi). S\ Ton choisit la première, on devra 
chercher une des deux intégrales du système d'équations diffé« 
rentielles ordinaires 

diCa rfo:» dpn 

dpn dXn 

Soit ^=const. cette intégrale, | étant une fonction des va- 
riables pn, ûSi9 Xnf et pouvant contenir or^y» Xn—i comme con- 
«tantes. Substituons cette fonction à la place de /n— 1 dans une 
des autres équations (fi), dans la seconde, par exemple, et sub- 
stituons de nouveau le résultat à la place de fn—i dans la même 
équation. Nous aurons de cette manière 

(Pa-«^("-3), f) = r, (p^-^^^''-^\ r) = r. 

Si I' s'exprime en fonction de £, a;^, j?8>*-*** ^n> l'intégrale 
commune des deux premières équations {à) sera déterminée comme 
intégrale de l'équation diflférentielle ordinaire du premier ordre 

entre les deux variables | et Xii, les quantités x^y,,, Xn pouvant. 
y être considérées comme des constantes. Dans le cas contraire, 
î" s'exprimera nécessairement en fonction de |, ^' et de x^, x^,.. 
.., Xny alors Tintégrale commune cherchée des deux premières 
équations (ô) sera une des deux intégrales premières de l'équa- 
tion du second ordre 

CI") ^,= 1". 
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entre les deux variables è ^^ ^%» puisque Ton doit considérer 
0:3,...*, Xn comme des constantes. En outre, dans le second 

membre de Téquation, on devra remplacer |' par ^r-- • 

Soit 

11 = const. 

une intégrale de Tune ou de l'autre des deux équations précé- 
dentes, et par suite une intégrale commune des deux premières 
équations {ô). Si elle est tirée de l'équation du premier ordre 
(!'), Il sera une fonction de |, x^, x^^^ Xnl si elle est tirée de 
l'équation du second ordre (§''), || contiendra en plus la dérivée 

-j — t qu'il faudra remplacer par la fonction |'. 

Ensuite, pour déterminer une intégrale commune des trois pre- 
mières équations (ô), formons les fonctions 

(p3_<„,(«-4), I,) = I,', (;,, -»,(»-«), I,') = I,". 

Actuellement, ou ||' s'exprimera en fonction de èi» x^»' -» Xnl ou, 
si non, ||" s'exprimera nécessairement au moyen de ||, li\ âTg,.. 
.., .Tn. Dans le premier cas, on déterminera l'intégrale de l'équa- 
tion du premier ordre, entre les variables || et 0^3, 

dans le second cas, on déterminera une des intégrales premières 
de Téquation du second ordre, entre les mêmes variables, 

dans le second membre de laquelle on aura remplacé ||' par 

-,-- • Soit 

12 = const. 

une intégrale de Tune ou de l'autre de ces deux équations^ et 
par suite une intégrale commune des trois premières équations 
(ô). Si elle est tirée de l'équation du second ordre, alors dans 

dit 

la fonction 1^ <^" substituera l/'à la place de -^r^» 

De même, an mo^^en de ^^, on déterminera une intégrale 
commune I3 des quaire premières équations (d); et ainsi de suite. 
Supposons que, en continuant ce calcul, nous ayons déterminé 



aux dérivées partielles du premier ordre. Ch. V, §. 2f- 109 

une intégrale commune |n— s des n ~ 2 premières équations (S) ; 
pour déterminer enfin une intégrale commune de toutes les équa- 
tions de ce système, calculons, les fonctions 

(/>fi--l — Wfi— l, èi-3) = Jn-3', (p«-l — Wn-l, ln-3') = é«-3"- 

L'intégrale commune cherchée du système d'équations (d) se trou- 
vera par l'intégration de l'équation du premier ordre 

dXn^l *~ ^""^ ' 

si £n-3' est une fonction de £n-3i Xn^u ^n\ dans le cas contraire, 
ce sera l'une des deux intégrales premières de Téquation du se- 
cond ordre 

où In-s" sera nécessairement une fonction de Sn~3> |l•-3^ ^n-i» 
Xny dans laquelle on remplacera ln-3' par ;r^^~-' H e»t clair, 

en outre, que Xn devra être considéré comme une constante dans 
les deux équations. Soit donc 

fu^i = const. = On— 1 

une intégrale de Tune ou de l'autre des deux équations précé- 
dentes, et par suite une intégrale commune des équations {S). Si 
elle est tirée de l'équation du second ordre, on devra alors y 

remplacer de nouveau t par §n-3 . 

82. Après la détermination de l'équation fn^i = an-i, le 
problème s'achève de la manière suivante. Tirons de cette équa- 
tion la valeur de pn en fonction de â^i,.., Xn> n, 0|,.., an.i, et soit 

pn = w« 

cette valeur. En la substituant dans les fonctions coi^"""^),..^ o^n-i, 
que nous désignerons, après la substitution, par c^^iC"-*^),.., tt>n~i\ 
nous aurons 



{P) Pi = wj («-'), p^ = Wa^"-2\.., pn--l = Cfin-l', Pn = 



ojfi) 



pour les expressions des dérivées partielles de la fonction cher- 
chée 2 au moyen des variables indépendantes oti,...., Xn et des 
n — 1 constantes arbitraires 0|,..,aii-i* Ces expressions, d'après 
la méthode même qui a servi à les déterminer, doivent remplir 
nécessairement les conditions d'intégrabilité de la forme 
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/ X dpt dpk 

poar toutes les valeurs de t et de k prises dans la suite des 
nombres 1, 2,.., n. En les sui>stit«ant dooc dans la formule gé- 
nérale de la différeutielle de la fonction cberchée 

on aura 

dz = ttij («-!) rfa?! + (W2^*""*^ da?t + . • • + f*>nda:n. 
En intégrant cette équation, on obtient 

pour l'expression cherchée de la fonction % des variables indépen- 
dantes Xi,..., Xn» renfermant n constantes arbitraires Hi,..., a»; 
c'est-à-dire pour l'intégrale complète du problème, de laquelle, 
par la variation des constantes arbitraires^ on pourra déduire l'in- 
tégrale la plus générale. 

83. Nous avons avancé tout à l'heure que les expressions 
{p) des dérivées partielles joi,..., pm d'après la manière même 
dont elles ont été trouvées, doivent satisfaire aux conditions d'in- 
tégrabillté {q). Démontrons cette proposition. 

Les expressions {p) sont tirées du système d'éqqatioDS 

H(Xif.., Xny P\y* Pn) = «* 

fliXif,,, Xn, /^a,.., Pn, a) Œ «i, 

(/) i 

* f^(^l9"9 ^uy Pif 9 Pm a, Oi) = Os, 



/n— 1 v^j »••» f Xny Pn, O., a| , . • , an—2) — CCn— !• 

En substituant la valeur de a, déterminée par la première équa- 
tion, dans toutes les autres équations; puis la valeur de «i , dé- 
terminée par la seconde équation^ dans toutes les suivantes, et 
éliminant de même les constantes 02,..» an^2, les premiers mem- 
bres fi9 /s,..., /n~i des équations précédentes deviendront des 
fonctions des seules variables x^*., Xn, pi,'**, pn, et nous les 
désignerons respectivement par H^ H^y, Hu-^u Nous aurons 
ainsi» au lieu du système précédent, cet autre équivalent 

(A) H=z a, Hi =2 Qi, H^ = a^,.., Bn-r ^ an-i* 

Il est évident que du système (A) on déduira les mêmes va- 
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leurs de /7i>*m fft ^^^ ^^ système (/*); donc, en vertu do Théo- 
r^me H du §. 17, il safflra de dëmoutref que les premiers mem'^ 
bres des équ^tious (h) véri&enî identiquement \h condition 

(a) (ffi, Hk) = 0, 

pour toutes les valeurs 0, 1,.., n^ï attribuées au£ Itidices i et 
k : alors la proposition en question sera établie. 

84. Démontrons d'abord que les premiers membres des équa- 
tions (/*) vérifient identiquement la condition 

(ft) (fi. A) = 0, 

pour les mêmes valeurs de » et de A:, en supposant en outre 

/« = ». 

En eflfet, les n — 1 systèmes d'équations simultanées, dont 
l'intégration nous a fourni les équations (f), sont, comme nous 
l'avons vu, des conséquences immédiates des n— 1 autres sys- 
tèmes d'équations simultanées données au §. 20, et dont Fe type 
général est 

OU, en supposant t<Â:, ' 

3û»y*i ^ 8wt44 ""^y-* ôwi+i duk^t 

dûPi^i dak-i-i 111=14.2 Spm dwm 

Par eonséqttevrt, les hrtégrafes des deux systèmes eu question 
sont fournies par les mêmes équations (f). Eu prenant done^ 
pannl ces dernières, âttxx équations 

/i(ari,.., Xn, Pi^iy^f pn, ai,.., Oi^i) =z m, 

/*(à^i>-«> ^ih Pk^iff put ^\yi ak^i)i=sak^ 

et tirant de la première la valeur de pt^i en fonction de pi^^,.. 
• •9 pn9 ^iff ^n» et de la seconde la valeur de pk-^'i en fonction 
de pki-^9**i pn9 ^iff ^nl si l'on désigne ces valeurs respective- 
ment par 

la substitution de ces valeurs des fonctions otti^i, ojk-\-i réduira 
l'équation (e) à une identité. Or il est aisé de voir que cette 
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* 

dernière n'est autre chose que l'équation (b) écrite sous une autre 
t'ornie. £n effet, si Ton met dans l'équation fi^at la valeur 
pi^i = (ui^i, et dans l'équation fk = Ok la valeur pk-^i = <('Jb-|>i* on 
changera ces équations en identités. En désignant donc par t 
une des variables qui entrent dans wi^i et dans •i*k-\-it ®€ diffé- 
rentiant les Identités • en question par rapport à cette variable, 
il vient 

dfi 8cfJt-fi _ Bfi dfic S^^fc+i Wfi 

Si donc on multiplie l'égalité (c) par "k-— ^ — » on trouve 



m=k 



2 Ml^ 

=i-f-l ^fm SûCm 



01=^4.1 xdaCm Spm dpm ^Xm) 



Or cette dernière équation n'est autre chose que le développe- 
ment de la condition qui était écrite symboliquement sous la 
forme (6). 

85. Enfin, pour démontrer que les conditions (a) sont satis- 
faites dès que les conditions (6) le sont, il suffît de remarquer 
que les premières s'expriment sous forme linéaire au moyen des 
secondes. En effet, d'après ce que nous avons expliqué plus haut 
sur le passage des équations (/*) aux équations (A), on a 

Hi = ^- (a?i, . . , xn, pi^x , . . , p», Hy Hi, . . , Hi^i ), 

Cette remarque faite, démontrons d'abord qu'une expression de 
la forme (/;• Hk) s'exprime sous forme linéaire au moyen des 
fonctions qui forment les premiers membres des équations (6). 
Car, d'après la formule (8) du §. 16, on a 

[/*. Bk] = {fi, A)+*'2^' ifu Jïf) ^p 

où l'on suppose évidemment k' '^k. 

En appliquant la même formule au développement de (fu Ht), 
nous l'exprimerons au moyen de (fufk') et de (fu Hk"), où lif' <,k\ 
En continuant de la sorte nous exprimerons finalement [/t, Hk] 
sous forme linéaire, au moyen de 

{fh fk), (A-, AO. {fu M,.., (fi, fo) = (/i, H), 
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et comme, en vertn de (6), ces dernières quantités sont identi- 
quement nulles, il s'ensuit de là que 

(rf) [/i, ^*] = 0, 

pour toutes les valeurs 0, 1, %..^ n— 1 des indices t et k. 

De plus, en vertu de la formule (5) du §. 16, on a 

Or, en vertu des équations (6) et (e{), les trois premiers termes 
dn second membre de Téqoation précédente se réduisent à zéro; 
par conséquent, {Hi, Bu) s'exprime linéairement au moyen des 
symboles {Bif» Bu*)» dans lesquels i'<£, U <^k. En continuant 
ainsi, on exprimera finalement (Bu Bk) sous forme linéaire an 
moyen des expressions qui forment les premiers membres des 
égalités (6) et (<2), et qui sont identiquement nulles. On a, par 
conséquent, 

{Bu Bk) = 

pour toutes les valeurs de t et de k prises dans la suite des 
nombres 0, 1, 2,..9 n-^l, 

86. Le mode de démonstration qui vient de nous servir pour 
établir le théorème précédent, peut s'employer absolument de 
même pour faire voir que, si toutes les fonctions qui forment les 
premiers membres des équations (/), prises deux à deux, vérifient 
l'identité 

(/}, fu) = 0, 

cette identité subsistera lorsqu'on remplacera, dans l'une des 
fonctions fi^ fh, ou dans toutes les deux, une ou plusieurs des 
constantes arbitraires qui y entrent par les fonctions qui leur sont 
égales en vertu des équations (/); ou, plus généralement, cette 
identité subsistera , quelque transformation que Ton ait fait subir 
aux fonctions fu fk «û vertu des équations (f). 



§.22. 

87. Pour apprécier la valeur théorique de la méthode d'inté- 
gration des équations aux dérivées partielles du premier ordre que 
nous venons d'exposer, oii ne peut pas se dispenser de prendre 

8 
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^m «Maidéfation lu questiem suivant^: Cotnbien y a-t-U m» lont 
d'intégrations à effectuer pour oUteiiir i'Iotégnale complète» dftns 
le cas de n variables indépendantes, qaand la fonction inconnue, 
qui en dépend, n'entre dans Téquation donnée que par ses déri- 
vées partielles du pr^niior ordrç? 

La mëtbode de Jacob i conduit «ueeessivement à différents 
systèmes d'équatioo^ simultanées de la forme 

dx dy du 

dfms lesquels le nombre des variables x, y^,,,, n s'abaisse gra- 
duellement; et elle n'exige pas l'intégration complète de ces équa- 
tions, mais seulement la détermination d*une intégrale de chaque 
système. En général, la difficulté de satisfaire à cette condition 
dépend de l'ordre de Téquation à intégrer, lequel se détermine 
d'après le nombre des constantes arbitraires introduites par fln- 
tégrallon complète d'un système de la forme (a), et par suite est 
égal au nombre des variables x, ^,..., u, diminué' cfune unité. 
Les systèmes de la forme (a), qui se rencontrent dans la mé- 
thode de Jacobi, se divisent en principaux et auxiliaires. 
Les premiers sont chacun d'un ordre complètement déterminé, 
opn susceptible d'^bais^îtemefit, tandis que, pour les seconds, on ne 
peut indiquer d'avance que la limite supérieure à laquelle leur 
ordre peut s'élever. 

Pour écrire ooinifr9ndr'e la distinetîiMi ^en^re .les systèlàes pri»- 
crpatfx «t les pystémes auxUiatnes, til. suffit de novtrer un système 
apfmrternaot à ehaoïtfte de cies d^ux olaa^es. Dans la fiamigrépbe 
précédent, nous avons vu, par exemple, que, pour détecmlner la 
fonction ^, qui devait satisi^ire ^Wnultfinément aux deux équations 

(a) (^1—0»,'» /y :^ 0. LPar-u^ 4) ^ 0,. 

■ 

il fallait trouver une des int^rales de l'un des systèmes d'é- 
quations 



dxi 
1 "" 


dx^ dxn dp^ 






Ôps ^n Sx^ 


dXn 


dx^ 
1 " 


dx^ __ dxn __ dp^ _ 


dpn 




dps ^Pn 8^8 


■««»• 



qui sont chacim de l'ordre , n î— 4 «. c^ or^lri^ ne; pouyant étr^e 



aux dériûées parUelieè du premier ordre. CA» F, s, 22. US 

abaksé. Ce etytfîème et le» systèmes analogue» sont dite prîn^ 
ei|>a«x« ... 

Lorsqu'on a trouvé une intégrale 9)=const. de l'un des sys- 
tèmes (à) s du premier par exemple, on obtient alors, en substi- 
tuant cette intégrale datid la seconde éqiialtio» (a), une série <l'}ii« 
tégrales du premier système (b% 

<p =. coDst., ç^i- ?= const.» w, 9>j = const., . • • 

Mftier comme le nombre de^ hftégrales distinctes qu'admet ce 
système eid(ëfi;al à sdn oHre2M-^4, il faudra nécessaif étirent que, 
dans fa sëHe fp, (pi,.., on rencontre nne foncttorr qui inexprimé 
an moyetr dés préeédeiite>d. 'S^upposoffS que ip{ doit la première' 
qui Soit dani^ ce tias; «;od indiee i ne devra pas surpasser 2n — 4- 
N^ne pourrenâr aKH-s éerire immédiatement le système d'équattees 

. . ■ dx2 dg> dq>i-i 

1 . 9i (Pi 

qui sera de Tordre i, et dont une des intégrales sera la valeur 
cherchée de f^. 

Le système (c) est dit auxiliaire; tout ce que l'on sait sur 
ce système» c'es.t que son ordre i ne peut pas être plus élevé 
que l'ordre ^n-^i des équations principales correspondantes 
(6). Mais il est clair que l'ordre de ce système peut être infé- 
rieur à cette limite, et qu'il doit varier généralement, quand, au 
lieu de l'intégrale ç) = const., on prend une autre intégrale du 
premier système (6), ou bien une intégrale du second système (6). 

88. D'après ce que nous venons d'expliquer» il est mainte- 
nant facile de répondre à la question posée au commencement de 
l'art, précédent, en nous plaçant dans le cas le plus désavan- 
tageux, c'est-à-dire dans celui où tous les systèmes auxiliaires 
sont de l'ordre le plus élevé possible. 

Dans ce cas» d'après ce qui a été vu au paragraphe précé- 
dent, la méthode de Jacobi exige la détermination d'une seule 

intégrale de chacun des — ^ systèmes d'équations, dont il y a 

1 de l'ordre 2n — *2, servant à déterminer là fonction /i, 

2 2«-4, /i, 

3 2ii-6, ^3, 

i . . . . .2n-2t, fi, 

« — 1 2, f„^i. 
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Remarquons d'ailleurs que le cas le pins défayorable, sup- 
posé dans ce tableau, ne se rencontre pas d'ordinaire dans les 
applications, Tordre des équations auxiliaires étant le plus souvent 
moindre que la limite supérieure* Pour ce qui est du nombre 

n (n — 1 \ 

total ^ des intégrales exigées, lequel, étant un nombre 

triangulaire, croît assez rapidement avec le nombre n des varia- 
bles indépendantes, on peut faire à ce sujet les remarques sui- 
vantes. Le problème qui nous occupe est, par sa nature même, 
indéterminé, et la théorie de JacobI présente, à chaque phase 
du développement du calcul, une latitude considérable dans le 
choix de l'équation dont on doit déterminer une Intégrale pour 
faire faire au calcul du problème un pas en avant D'après cela, 
dans un grand nombre de cas, on peut choisir des équations dont 
les intégrales se présentent d'une manière évidente ; de sorte que 

le total général ^ — des intégrations se réduit à un nombre 

beaucoup moindre d'intégrations à effectuer réellement. 

89. Pour montrer une application de la méthode de Jacobi 
sous la forme exposée dans le paragraphe précédent, et pour 
donner en même temps un exemple des simplifications que nous 
venons d'indiquer, traitons encore un cas particulier. 



Soit l'équation du premier ordre 



8< 



+ (4«, + 5«)| + (3«, + 2r)^ + |} = 0. 



aux dérivées partielles de la fonction z des variables indépendantes 
/, tt, 17, Wy y. 

Introduisons les notations 

^ = a:,, te = 072, t? = 0:3, M = a:4, f = x^, 

cz dz 82 dz Bz 

â^ — ^^' dw^P'^' 8^~^»' àS""^*' st^^'^' 



et tirons de Téquation proposée la valeur de â- ou pg, que nous 



dz 
valeur de 

représenterons par ojg. Nous aurons 

Pi = — (3^sp + '2x^) pt — (4ara + 6x^) Ps - [x^ h ^75 (/^ --p^] p^ — 



aux dérivées parUêUes du premier ordre. Ch. F» $• 22. 117 
Pour obtenir les quatre équations 

fl(P%> P%* P4» P5» «!»••# ^5) = «1» 
/a(P8> P4> P5> *!»••» ^5> «l) = ««> 
fz(P4» Pb* ^l»"» ^5» ûi, O^) ^ Os» 
f^iPb* ^1»«-» ^ft» «l» <"«» «s) ^ ^4» 

(fli».., 04 désignant des constantes arbitraires)» qui, jointes à la 
proposée, doivent fournir les valeurs de Pif9 Pi pour lesquelles 
Pidxx -f • • • -f p^dx^ deviendra une différentielle exacte» il faut» 
d'après la théorie que nous avons exposée procéder comme 
il suit: 

On déterminera la fonction fi comme intégrale particulière 
de l'équation linéaire 

c'est-à*dire comme intégrale du système d'équations différentielles 
ordinaires 

\ 3a»i • • • — g^^ — g^^ — • . • — g^^ 

"" dp^ "" 3/i5 dx^ S^ 
au moyen desquelles on trouve 

^^ ^ <^(;^2— Pa) _ d{p^ — p^) ^ 

ox^ dx^ 
ce qui donne immédiatement, en intégrant» 

En tirant de là la valeur de ps, que nous désignerons par cu^, 
et la portant dans l'expression de <U| » qui devient après la sub- 
stitution uti'y il viendra 

Pa = P3 + «!«"*« = w.» pi = 0»/. 

La fonction f^ devra être déterminée comme intégrale parti- 
culière des équations linéaires simultanées 

(pa — «a, /i)=:0, (pi— «/, /i) = 0. 

L'intégration de la première de ces équations se déduit du sys- 
tème d'équations 
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dx^ .^ ^^ ^4 A tj ^^ ^P% <^4 ^h 

1 "^ 8ctf^ "^ cfej "~ 5tt»j "^ dois "" 8m» 8»» 

^3 ^/^4 ^6 ^S ^^4 ^^6 

f/éqoation 



donoe l'intégrale 






ç> = ^3 = const. 



Eu la subatkuMt à /« dan» la «eeonde dea éqiMfelioiis 
prëcëdentea, il vient 

(;^. -*'i'. "P^ ^ ^i =^ 8^- 8^ + â^ g^- 

Or 5-!i=:0; donc 

car, ' 

^i îSîr*»**î/;a-*^^3 — "^^^^'^^i^^'^'- 
Donc, en vertu du parag,raphe précédent, la valeur cherchée de 
la fonotfon f^ s'obtiendra comme intégrale de l'équatron 

et Ton aura 

Tirant de là l'expression de p^^cn^, et la substituant dans 
»>i\ que nous désignerons, après la substitution, par oji'\ nous 
aurons 

liH fonet^ûfi /3 devra être déterminée comme intégrale âes équat- 
tions linéaires simultanées 

Liatégrafian et la pr^mîèfe de ces équations se ratnène à celle 
du système adéquations 

1 ôj^ "" ôœj "" d^ "" 8o% 



aux déré9ée$ pafiieHg$ d» premier »r4rt, C^. V, §, 22. 119 

L*équatioii ^ c |^ = donne l'intégrale 

t(; = J94 = coiist 

En la substituant dans la seconde d.^ éqfialÎQns lipj^;9Jres p^éçé' 
dentés, oo trouve identiquement 

En «Rij^tituant «^ an lien 4^ f^ dans la frof^ième de ces mêmes 
équations, il vient 

<?»'-<•• *> = i^' = 8i-=gi;' 

à cause de g — = 0, -r-^ = 0; d'où tf;j == — p^. En substituant 
maintenant ^| à f^ dans la mi^me -éqpation, il vient 

Par conséquent, la fonction cherchée /^ s'obtient comoie intégrale 
première de Téquation du second ordre 









Si l'on multiplie le premier membre de cette équation par le facteur 
dxx - ;7 — ' ^^ 1® transforme en une différentielle exacte, dont l'inté- 

l^ale ébnne éfire intégrale première dé Téquation, et par suite on 
a la valeur 

d^ . 

dx\ 
f^ — '®S ~~^ «ic-^i = const 

En y remplaçant v-^ par ij;i, qa trouve • 

♦ 

Tirons de la valeur p4=a>4, et substituons -la dans Oi", qui 
devient alors cni'^. On a 
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On détermioera la fooctioii f^ comme intégrale commune des 
équations linéaires «imultanées 

L'intégration de la première de ces équations dépend do système 

1 8(04 00)4 

dont une des équations 

a pour intégrale 

6:=zp^^ const. 

Substituant cette expression au lieu de f^ dans les autres équa- 
tions linéaires, les résultats de la substitution dans la seconde 
et dans la troisième se réduisent identiquement à zéro, et la qua- 
trième donne 

«s 
Donc la yateur de f^ sera déterminée comme intégrale de TéquatioD 

d*où Ton conclut 

1 /» _, 

/4 = |og9 — OiC"-*! + — # e^»* * dxi = const. 

De là résulte 
et par suite 



aux dérivées parUeiies du premier ardre. Cà. V, §. 22. 121 



on a, de plus» 



_i /e"*« '^da:i 



1 



2 
3 

et en6n 



p^ = 09 e-7*i + s «le-*! « 



|>i = — 7 (oTt + arj) aj|C-7*« — -^ (2jrj — x^) e-*t 

En substituant ces valeurs de />!>••••» P» d&ns l'expression 
Pic2a:| ^'••-|-/'6^^6> on devra obtenir une différentielle exacte; et 
en effet, en intégrant cette expression, on trouve l'intégrale com- 
plète du problème sous la forme 

2 = -^ (2ar, — x^) c-'i + a^ {x^ + x^) e"'^*^ 

+ 04 ^«8^4 + ar5iî«ie-'M e^^J **"** '*^i + const. 

INous nous bornerons ici à cet exemple simple, d'autant que, 
dans ce qui va suivre, nous considérerons l'application des prin- 
cipes contenus dans la théorie de Jacob i à des questions plus 
générales, dont les exemples particuliers conduiront à employer 
les mêmes méthodes d'intégration. 



Chapitre TI. 

Intégration des équations simultanées aux dérivées partielles 

du premier ordre. 

§. 23. 

90. La méthode que nous avons exposée ramène le pro- 
blème de l'Intégration d'une équation quelconque aux dérivées 
partielles du premier ordre. à l'intégratijon de plusieurs systèmes, 

8* 
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de forme particulière» d'équations lioëaires simultanées aux déri- 
vées partielles du premier ordre, eompali)bl es entre elles. Jacobi 
ne s'est pas occupé de la question générale de l'intégration de 
plusieurs équations simultanées aux dérivées partielles du premier 
ordre et de forme quelconque; mais il s'est borné au cas parti- 
culier qu'il a rencontré» et dans lequel, suivant la remarque 
qu'il a faite (Novamethodus, §.18), on peut employer pour 
les intégrations une méthode artificiefle» fondée principalement 
sur le Théorème 1 du §. 17. Et cependant II ne restait que peu 
de chose à ajouter pour arriver à la solution complète ée la 
question générale. Bour a montré, en effet, dans son Mémoire 
,,Sur l'intégration des équations différentielle^ fiârtieites du pre^ 
mier et du second ordre^' (Journal de l'Ecole Polytech- 
nique, 39^ Cahier), que l'intégration des équaliens ^simultanées 
de forme quelconque aux déiivées paHielles du premier ordre se 
ramène très -simplement à l'intégration d'équations sinvultanées de 
la forme de celles auxquelles Jacobi a limité ses recherches. 

Pour envisager d'un point de vue comtnùn les question de 
l'intégration d'une ou de plusieurs équations aux dérivées partiefteA 
du premier ordre, revenons en quelques mots sur la signiûcation 
primitive du premier de ceë deux problèmes, tequef, d'après son 
étendue, forme un cas particulier du second, tandis que, d'après la 
néihode de résolution, 1^ second est renfellmé comme cas plus 
simple dans le premier. 

dl. Dne fotictioU liteôBnbë* é 4es vtfriables iwéépendantes 
^1,.^., Xn t^Btft être déterlnidëe, lorsqu'on ddtine les expressions 
de toutes se^ dérivées pareielles dti pt^étbielr e«dre 

dz dz . . 

3^- Pi'"' 8:rn^^"' 

en fonction des variables indépendantes a?i,.., œn> Pour cela, il 
faut seulement s'assurer que les expressions données de pi,.., pn 
conviennent aux dérivées partielles d'une même fonction, c'est-à- 
dire qu'elles satisfont aux conditions 



(ï) ^ ta -^i 

^ ' OXk CXI 

pour toutes les valeurs de i et de k prises dans la série 1, 2,.., n. 

Dfins le cas où ces conditions fiipnt satisfaites, la fonction z 
s'obtient en intégrant l'expression de sa différentielle 

(2) |»i<la:j4-2Barfa:^i*.fc.+p#da?ii. 



aux dérivées partielles du premier ordre. Ch. VI, ^. 23. 123 

92. iSi, ^u lieu des valeurs explicites de pi,.,, pm W fonc- 
tion des variables indépendantes, om donne n équations 



(3) 



a^o, Afi=o,.., jEf„^i = o, 



dont les prehiiers membres sont des fonctions de Xi,»., Xn, pi^»» pnt 
il existe alors des caractères analytiques généraux pour recon« 
naître si Ton peut résoudre algébriquement ces équations par 
rapport aux n inconnues Pi,.., pn, et si les expressions de ces 
quantités vérifient les conditions (1). 

8i une ou plusieurs des fonctions H, Hi^.,, Hwi sont expri- 
mables au moyen des autres et des variables Xi,.., Xn, alors ou 
les équations (3) sont insuffisantes pour la détermination des in- 
coonses (%,«.., pn» ou elles sont contradictoires. Supposons, en 
effet, que l'on ait 

En vertu des équations données, nous aurons 

. ffi^ q>(x^».'$ Xn, 0, 0, ...) = 0. 

Si cette relation est Identique, il faudra alors supprimer une Unité 
du nombre des équations données , qui deviennent alors insuffi* 
santés pour la détermination des n inconnues pi,.,., pn. Si la 
relation ç>=0 n'est pas identique, alors elle contredit l'hypothèse 
de rindépendance des variables Xi,.*, Xn* 

Nous avons établi plus haut (§. 3) le caractère analytique in- 
diqué par Jacobi, et d'après lequel on peut toujours juger si 
parmi les fonctions H,,., Hn^i il 8*en trouve quelqu'une qui soit 
dans le cas de celle que nous désignions tout à l'heure par Ht. 
Pour cela» en coirsidérant H,..., Hn—i comme des fonctions des 
seules variaUes pi».", pn» on formera le déterminant fonctionnel 



(4) 



dH 



dH 



dpi ' ' ' dpn 



8^«- 



n-l 



dpt 



dpn 



= A 



Si ^ se réduit identiquement à zéro, alors une ou plusieurs 
des ^qutttions If = 0,..., ffwi = sont contradictoires avec les 
autres, ou bien identiques avec les autres. 



93. Mais supposons que A d® soit pas nul ; alors jse présente 
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cette seconde question: les expressions de pi,...» pm* tirées des 
éqaations (3)^ satisfont-elles aux conditions (1)? 

Supposons que les valeurs de Pi«..» pn» tirées des équations 
(3), vérifient les conditions (I). En remettant ces valeurs à la 
place de pi,.», pn dans les équations (3), on changera celles-ci 
en identités. Si l'on prend deux des identités ainsi obtenues, 

et qu'on les traite exactement comme nous avons traité, an §• 11, 
les identités 

nous en conciarons de la même manière que les fonctions A*, 
ffk doivent satisfaire à la condition 

(5) (Hû Hk) = 0, 

pour toutes les valeurs 0, !,.•• n— 1 des indices i et k. 

Réciproquement, si les conditions (5) sont satisfaites, alors, 
en vertu du Théorème H du §. 17, nous en conclurons que les 
expressions de pi,,., pn, tirées des équations (3), satisfont à la 
condition (1); par conséquent, il n'y aura qu'à les substituer dans 
l'expression (2), dont l'intégration donnera la fonction t *), 

94. Remarquons que les conditions (5) peuvent être satis- 
faites ou identiquement, ou en vertu de quelques-unes des équa- 
tions données (3). Dans le premier cas, il est évident qu'au lieu 
des équations données (3) on aurait pu prendre des équations 
plus générales, en écrivant dans leurs seconds membres des con- 
stantes arbitraires à la place de zéro. Dans le second cas, on ne 
pourra généraliser de cette manière que celles des équations (3) 
qui n'auront pas été prises en considération pour la vérification 
des équations (5). 

95. La question précédente, qui est entièrement déterminée. 



*) Bonr, dans son Mémoire cité plus haut, donne constamment à 
la condition (5) le nom de Théorème de Lionville, et i^onte même 
que ce géomètre à démontré ce théorème dans le cours qu'il a professé 
en 1853 au Collège de France. IVaiitre part, dans le Mémoire de 
Donkin: ,, On a class of difPerential Equations, etc. 'S publié dans les 
Phi lo s o phi cal Transactions (1854, Part I), nous trouvons ce 
même théorème (Theorem 12, p. 83) mentionné (p. 'S^l) parmi les résul- 
tats nouveaux ohtcnns par TAuteur. 
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devient indéterminée si, an lien du système complet des it équa- 
tions (3), on n*a qu'un système incomplet de m équations entre 
tes dérivées partielles du premier ordre « en supposant m<ii. Le 
cas de m = 1 constitue le problème de Tintégration d'une seule 
équation aux dérivées partielles du premier ordre. Nous avons 
vu plus haut que la solution de ce problème, considéré au point 
de vue théorique, est toujours possible, c'est-à-dire que, étant 
donnée l'équation 

H = 0, 

entre les variables a^i,..., an» Pif»» pn, on peut toujours déter- 
miner n — ] autres équations entre les mêmes variables, 

Hi = coost. = ffi »•• , Al— i = const. = ctn— i, 

dont les premiers membres satisfassent à la condition 

pour toutes les valeurs 0, 1,.., n — 1 des indices t et k. 

Si l'on suppose maintenant que le nombre m des équations 
données aux dérivées partielles du premier ordre soit plus grand 
que l'unité, on arrive alors à la question de l'intégration simul- 
tanée de plusieurs équations aux dérivées partielles du premier 
ordre. Il est facile de voir que, pour un même nombre de varia- 
bles indépendantes, non-seulement ce nouveau problème n'est pas 
plus compliqué que le premier, mais encore il est plus simple; 
et que la théorie de la résolution du second problème découle 
tout naturellement de la méthode de résolution du premier. 

96. La différence essentielle entre les deux questions con- 
siste en ce que, dans le cas d'une seule équation aux dérivées 
partielles du premier ordre, l'intégration est toujours possible, et 
que la théorie générale de cette intégration ne limite en rien le 
choix de l'équation proposée; tandis que, dans le cas où l'on 
donne plusieurs équations aux dérivées partielles du premier 
ordre, elles n'admettent une intégrale commune que lorsqu'elles 
remplissent certaines conditions. 

En effet, si l'on choisit arbitrairement m équations 

(6) /^, =0, ^a = 0,.., ^« = 0, 

entre ks variables Xi,..., Xn, Pi,-»», pm il pourra exister entre 
elles deux sortes de cas d'incompatibilité: incompatibilité algé- 
brique et incompatibilité d'intégration. Le premier cas a lieu. 
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loniqu*iifie ou plusieurs des foa^i^nfc iSf|,,«.^ ffm s'e^qyrsmeMt en 
foieliofi des nôtres et des variables ^>«.f ^«; alors une ou plx^ 
sieurs des équations (6) on seroe4 des identités» pu iwwi <;oo* 
tradictoires avec Ie4 autres» 

Si les équations données ne sont pas affectées de cette cause 
d'incompatibilité, il faut encore s'assurer si elles appartiennent à 
un système de n équations d*où Ton puisse tirer pour P|y...» pn 
des valeurs vérifiant les conditions (1); c'est-à-dire s'assurer s*il 
est possible d'obtenir une intégrale satisfaisant simultanément aux 
équations données. Pour cela, il n'y aura qu'à examiner si, pour 
toutes les valeurs I, 2,.., m des indices i 0t k, les conditions 

(7) (Hi, Hk) = 

peuvent être satisfaites et de quelle manière elles peuvent l'être. 

97. SI les équations (7) sont satisfaites soit identiquement, 
soit en vertu des équations données (6), alors l'intégrale qui satis- 
fait à chacune de ces dernières > et qui renferme dans son ex* 
pression, outre les variables indépendantes, n-^tn-^î constantes 
arUtraires, se trouvera par les procédés que nous avons es^osés 
en traitant de l'intégration d'une seule équatios aux dérivées par- 
tielles du premier ordre* En effet» pour recoudre le problème 
de cette manière, il suffira de compléter le système dpnné par 

(8) Hfn^i = const. = ^1 , Hm-{-2 == const. =: a^f»» 

ffn ;= const. = On-m , 

dont les premiers membres représentent des fonctions indépen- 
dantes entre elles de â?!,.., Xn, Pi9*'9 pn$ lesquelles devront être 
déterminées de manière à satisfaire à la condition 

pour toutes les vaietirs £=1, 2,.., n, et A^s^mH* 1» m^-^»**» m* 

P'après cela, la fonction Hm^x peut être déterminée par la 
méthode exposée 9u §. 18, comme intégrale commune du système 
des m équations linéaires 

(i5fi, Hm^i) = 0, {H^, Hmi-i) = 0, , ., (^m. »w+l) = 0. 

On déterminera de la même manière les premiers membres des 
autres équations (8); et ces équations, jointes aux équations don- 
fiëes, feroot connaître les valeurs de Pi»"-, Pn» lesquelles reufer- 
n^eront n^m constantes arbitraires» Par suite» l'intégrale çlw- 
cJiée X contiendra n — m -f 1 constfMiites urbitreires. 
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08v 81 lo' méthode ^écéd<mte ««trouve' itiuppllcabfté (éàtm 
léêf ci^e^tt^tâtid^» ioiHquëes dans le» RéiiKirques du §. 1^ ar^ 49 
et 61), <m id"^ pour d'autves in6ttfs> ou vont ramener le« équfitioni» 
qu'il fatft râtëgfer à ««nteoir le moindre nombre po0«ible de r&* 
rUih)e»\ on e^rprimera aiore, à laîde de9 équatîood (6), ;»)>*•> pm 
eu fM^liofr de pm\-\i^»i pm stty*%, â^. Soient 

Pi = *">!* /^a =^ û)»» • • > P»» ^^ û)iii 
les expressions trouvées. 

Obfiéiiroiid qU*en tertu du 7héOîèmé iil (§. V7) on doit avoir 
tés ideMMéë 

(9) (pi — û)t, pk — a>») = U, 

pour toutes lea valeurs 1» 2,».^ m dea indices i et k 

Pour déterminer etr^nHe Téquation 

qui doit fournir la valeur pn^iss ittm-i-i» (om-i-i représentant une 
fonction de /^m-fa»*.» J9ii> ^i^-.* arn» a|), formons le système des 
ni éijfuâtions llnéarTes âimultAnëéS 

(Pl ^ »!» A) = 0, (P2 — ©2, /i) = 0,. . , (jt>m — «m, A) = 0, 

OÙ le nombre des variables est 2 (n — m) -f 1. Leur intégrale 
eofmnuuë pourra se trouver, â Faide de&r Meatifés {% par ta mé- 
thode exposée au §. 21. 

Ayant déterminé la valeur pm^i^^^ tom^x^ substituons -la dans 
les fonctions «Oj^.., Om» en désignant par g>^^#., f)9l»^çe que de- 
viendront ces fonctions' après la substitutJou> nous formerons le 
sy<rtème des tu 4-1 équations linéaires simultanées 

entre 2(n — m) — 1 variables. Leur intégrale commune f^ don- 
nera f^qoatîèn 

4*4è Ton tirera là -volettr é6 pm\^i. Et àfusi dé sttfite. 

90i De eeMè n»«Atere, dtttifif Ift tléteritiiuailof^ âueeessive des 
fi'^m kitégrAléis «temaodées 
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le nombre des ëquatioos linéaires manltaoéee va en angmentaot 
cbaqoe foia d'une unité, tandis que le nombre dea variables qui 
y entrent va en diminuant de deux nnitéa. 11 est évident qu'en 
procédant ainsi» l'intégrale commune des équations (6) que Ton 
obtiendra renfermera dans soo expression on nombre de constantes 
arbitraires égal au nombre des variables indépendantes» moins le 
nombre des équations données diminué de l'unité, c'est-à-dire égal 
à n — «1 + 1. 

Une telle intégrale commune des équations (6) peut être ap- 
pelée l'intégrale complète. On peut former par son moyen 
l'intégrale la plus générale, renfermant une fonction arbitraire de 
n — m quantités variables» en se servant de la variation des con- 
stantes arbitraires (§$.2—4). 

On voit, par ce qui précède» que l'intégration des m équations 
simultanées (6)» qui satisfont aux conditions (7)» se fait en opérant 
exactement comme lorsqu'on veut achever l'intégration d'une seule 
équation aux dérivées partielles du premier ordre 

if, =0» 

après avoir déjà trouvé» au moyen de cette équation» les tn— 1 
équations 

B^ = 0» H^ = 0» ... » Hm = 0» 

satisfaisant aux conditions (7)» et qu'on demande de déterminer 
encore les n — m équations restantes , 

A ce point de vue» il est clair que le problème de l'intégration 
simultanée de plusieurs équations est plus simple que le pro- 
blème de l'intégration d'une seule équation aux dérivées partielles 
du premier ordre, pour un même nombre de variables indépen- 
dantes» puisque le premier n'exige qu'une partie des calculs né- 
cessaires pour la solution du second. 

I ... • , • 

100. Examinons maintenant dans quels cas les équations 
proposées (6) sont incompatibles au point de vue de l'intégration» 
c'est-à-dire n'admettent pas d'intégrale commune; dans quelles 
circonstances il peut rester de l'incertitude sur leur compatlbiUté» 
et comment ou doit procéder alors pour obtenir la solution la 
plus complète (c'est-à-dire renfermant le plus grand nombre pos- 
sible de constantes arbitraires)» si cette solution e»i possible* 

Les équations (6) sont incompatibles» si les conditions (7) ne 
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peuvent être satisfaites ni identiquement, ni en vertu des équa- 
tions données, ni en vertu des n — m équations qui sont encore 
inconnues et qu'il faudrait trouver pour compléter le système 
donné (6). Ce cas aura lieu évidemment lorsqu'une ou plusieurs 
des expressions (Ht, Hk), qui entrent dans les conditions (7), se 
réduiront à des constantes quelconques différentes de zéro, ou à 
des fonctions de^i,..^ Xny ffw» Hm» ne s'annulant pas en vertu 
des équations données. 

Mais si quelques -unes des expressions qui entrent dans les 
conditions (7) sont de la forme 

Hm^iy» Hm^i désignant des fonctions qui renferment non -seu- 
lement ar^,.., Xn» His»'» Hm, mais encore pi,»., pns et qui ne 
s'annulent pas en vertu des équations données (6); alors on n'a 
plus le droit d'affirmer que les équations données soient incompa- 
tibles; car les fonctions Hm^if»»» Hm^i peuvent s'annuler en 
vertu de quelques-unes des n — m équations, encore inconnues, 
qui doivent compléter le système donné (6). 

Pour qu'il en soit effectivement ainsi, il suffit d'admettre que 
les équations 

fassent partie des n--m équations inconnues. Or, en ajoutant 
de cette manière au système donné (6) / nouvelles équations, il 
faudra soumettre celles-ci à la même épreuve à laquelle on a dû 
soumettre le» premières, c'est-à-dire examiner de quelle manière 
on peut satisfaire aux conditions 

{Hu Hk) = 

pour les indices t=l, 2,.., nt + /, et A=:jn + 1»'-» «» + ^« 

101. Le calcul des expressions qui entrent dans ces con- 
ditions forme la partie laborieuse de la méthode que nous ex- 
posons; par conséquent, il n'est pas inutile de remarquer que le 
Théorème 1 du §. 17 peut épargner une partie notable de ce cal- 
cul. Si l'on désigne par^ un des nombres 1, 2,.., m, on a, en 
vertu de ce théorème, 

{Hj, ffm+i) = [^i, {Hu Hk)]^-[Hu (Hk, Hj)]-r[Hk, (Hj, Hi)]; 

par conséquent, si, dans la vérification des conditions (7), on a déjà 
trouvé (Èk, Hj)=:0, (Hj, /^,) = 0, il est évîdeilt, sans nouveau 
calcul, que l'on aura aussi 

9 
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102. Sappojsoos qn'eo appKquaot ane ou plasieurs fois te 
procédé que rods venons d'indiquer» on ait ajouté au système 
donné (6) un certain nombre r d'équations. Qn devra se trouver 
alors dans un des trois cas suivants: 

P. Le nombre m +r est ^al à n, et les conditions 
(^t, Hk)=^0 ne sont pas encore satisfaites pour toutes les valeurs 
1^ 2,.., mrfr des indices i et k- Alors les équi^tiqns propesées 
(6) ne pourront avoir une intégrale commune. 

2^. Le nopibre m-f r est moindre que n; m^^ une ou plu- 
sieurs des expressions qui entrent dans les conditions précédentes 
se réduisent à des constantes ou à des fonctions de oti »...., x^ 
Hi».., Hm\^r9 différentes de zéro. Alors les équations proposées 
sont encore incompatibles. 

3^. Le nombre m-f» n'est pas pbis grand que it, et toutes 
tes conditions précédentes sont satis&îtes. Alors» par la méthode 
exposée plus haut> on pourra déterminer une intégrale cemmmie 
des équations (6)» renfermant n— «m^r-f-l constantes arbitraires. 

103. Après l'aperçu que nous venons de donner et qui ren- 
ferme la théorie générale de la résotul|9n des problèmes déter- 
minés et indéterminés aux dérivées partielles du premier ordre, 
il reste encore à compléter cette théorie par quelques remarques 
et à l'éclaircir par des exemptes. 

Nous avons considéré les équations aux dérivées partielles du 
premier ordre avec une certaine restriction dans leur ferme, savoir^ 
en supposant que la fonction inconnue z n'entrait pas dans ces 
équations par elle-même, mais seulement par ses dérivées par- 
tielles /?|»..» ^n. Si la fbiiction. % e^tre elle-méipe da^s, les» éqqa- 
tiens proposées, ce cas pourra se ramener au précédent^ au moyen 
de la transformation indiquée au §. 14. En effet, si Ton met l'in- 
tégrale z sous la forme d'une fonction implicite donnée par fé* 
quation 

(o) F(a:i,.., ar«, %)^0^ 

et qu'on différentie cette équation, il vient 

8F 
(6) p„ = - -gy- = - — . en pqsan^ ,;„ = g^, ç^, == ■^. 



aux dérii;éê$ partielieê au premier ordre, Cà. F/» g. 23^ 181 

La subetitation des valèars de ptk, pour m:±=l, 2,..k.»n, 
dans les équations données ramènera celles - ci à une forme telle, 
qu'elles renfermeront les n-f 1 variables indépendantes a;i,.., Xn, 
z, et les dérivées partielles Çi»**» 9^11» ^n-fi de la fonction Y, la- 
quelle n'entrera pas elle-même dans ces équations. Lorsqu'on aura 
obtenu une intégrale des équations transformées» alors» eo rejetant 
la constante qui y entre par simple addition et égalant cette in* 
tégrale à zéro» on aura une équation qui donnera une valeur de 
2 satisfaisant aux équations non transformées, d'après ce qui a 
été démontré à la fin du §. 14. 

104. Comme exemple d'application du théorème de Liou- 
ville ou de Donkin à des flroblèmes déterminés aux dérivées 
partielles du premier ordre» prenons la question géométrique 
suivante : 

Considérons la ligne dont l'équation en coordonnées polaires est 

(1) r = F(8inft cosd), 

étant l'angle polaire et r le rayon vecteur» et eu chaque point 
de cette ligne élevons une perpendiculaire au rayon vecteur cor- 
respondant. On demande de trouver la trajectoire orthogonale de 
ces perpendiculaires» c'est*â-dire la courbe à laquelle ces perpen- 
diculaires sont normales. 

En prenant le pôle pour origine des coordonnées rectangu- 
laires Xy y 9 et l'axe polaire pour axe des ar» l'équation d'une de 
ces perpendiculaires sera 

(2) arcosÔ + ^sîn^ = F(sinô, cosô). 

L'équation de la trajectoire cherchée donnera y en fonction 
de X» ou vice versa. Les tangentes des angles que font avec 
Taxe des x la normale à la courbe cherchée et la droite (2) ont 
respectivement pour expressions 

dx cos Q ^ 

dy' sin ' 

ces tangentes devant être ^ales, l'équation différentielle du pro- 
blème sera 

(3) sUïd.dx — cos 8. dy = 0. 

Il ne reste plus maintenant qu'à exprimer sind et cosB en x 
et y 9 au fn^yen de l'équation (2)» et à intégrer l'équation à deux 
variables (3). Mais II est aisé de voir que» quelle que soit la 
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fonction F, slnd et — cosS doivent s'exprimer en an et y de telle 
manière que la condition 

6sin^ d cos ^ _ ^ 
dy dx '^ 

soit satisfaite 9 d'où il s'ensuit que le premier membre de L'équa- 
tion (3) forme une différentielle exacte. En effet, en faisant, pour 
abréger, 

sin = p, cos d = — 4ji, 
écrivons l'équation (2) sous la forme 

— ga: + py— F^p,-^ g) = 0, 
équation à laquelle nous pourrons joindre encore la suivante, 

p^ + g^-l =0. 

En désignant respectivement par ç> et i/; les premiers mem- 
bres de ces équations, il est aisé de s'assurer que la condition 

dcpd'ilf dg> dijj dg> 3i/; S(p 8î|; ^ 

KSPf W) — ^^ ^p gjp g^ "^ dy dg dg dy 

est identiquement satisfaite. Par conséquent, 

dp ^ dg 
By dx' 

Prenons le cas particulier où la fonction F se réduit à une 
constante a; alors l'équation de la courbe donnée, r=a, représente 
un cercle. Le système des perpendiculaires est celui des tan- 
gentes au cercle, et leur trajectoire orthogonale est la développante 
du cercle. Les équations qui déterminent p et g sont 

— g^+py-a = 0, p2 + ^*— 1=:0; 
en les résolvant, on trouve 

_ ay±xVa;^ -f y^— rt^ _ — ax±yV^x^+y^'-à^ 

Partant, l'équation (3) prend la forme 

-^^^ ^ , a dx + "• ' 2 , ^ ^ dy = 0, 

X +y x^ + y^ jf » 

et le premier membre de cette équation doit être une différentielle 
exacte. En effet, on peut l'écrire sous la forme 
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f- I i _ ' Il 

ydœ — ydy {xdx + ydy) V o:* + y® — a* 



=s a.d arctang - + i 



ar , , d.(x^ + y^'-a^)i_ 



a? + y 



2 



= 0, 



0U5 en posant 



or 



arctang- = t?, o?* +^* — a* = w^, 

«y 

ac^p + o , a = 0. 



-ï- •!« 



ti« + a« 



Or 



/ 



u 



u'^du _ 

-5-^-^ =„_« arctang^. 



Donc rintëgrale de l'ëquatîon précédente est 



u 

av -iz u-\-a arctang - = const. , 



ou 



^ ^ x^ + î/* a* 

a arctang - J- V ar* ^ ^2 ^ «2 qp ^ arctang ~ = const. 

105. Prenons maintenant un problème indéterminé aux déri- 
vées partielles du premier ordre. Supposons que Ton demande 
de déterminer l'intégrale commune des deux équations 



En posant 






âï^-^»' ï^^-f^^ 3^=^^' s5;=^4' 



nous écrirons les équations de cette manière, 

^l = P\ P9 — ^2^4 == 0, iïjB =^2/^4 -"^l^S = 0* 

Pour essayer leur compatibilité, formons l'expression 
(ffi , Ht) = 



0, — arj 


+ 


—3:4, 0, 


+ 


0, —xi 


+ 


— X2, 


Ps. 




0. P4 




Pu 




0. p. 



Cette expression ne se réduit pas à %éro en vertu des équations 
données; mais elle peut s'annuler en vertu des équations encore 
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inconnues. Pour qu'il en soit rëellennent ainsi, supposons qu'une 
des deux équations encore inconnues soit 

La condition (Hi, H^ est maititenant remplie, etjl reste à exa- 
miner si les expressions 

pif *» 



(/f, . jï.) = 



0, Pi 






+ 


p»> ^l 





0, — Xj 



— JTt» ^Pà 

0, — ar* 



= — PiP» + ^«^4 -/'iPs + ^««4 = — 2jffi, 



(^„ ^,) = 



0, a:i 



0, — pa 
p4»—*« 



+ 



0, «:, 



0, -P4 

ftt —^4 



= — oriOTB +PmP4^^i^É+P9P4 = 2^«» 
peuvent se réduire à zéro. 



Or, il est évident qu'elles s'annulent en vertu des équations 
données; donc les équations 

sont compatibles et admettent une intégrale commune, qui con- 
tiendra dan» son «^pression la plus complète 4-^3-f 1 = 9 con- 
dtatifes arbitraires. Passons à la détermination de cette intégrale. 

Pour ramener au plus petit nombre possible de variables les 
équations à intégrer, résolvons les équations précédentes par rap- 
port à Pis ps» p^' Des éqilations jÊf| = 0, A's 3â on tire 









En substituant ces vaieiifs ' dans l'équation tl^ = % on obtient, 
pour la détermination de ps, une équation du second degré un peu 
compliquée. Par suite, il est préférable de calculer une de ses 
racines (ce qui nous suffira), de la manière suivante. Maltlpliant 
entre elles les équations données 



il vient 



d'où l'on tire 



P\ PZ = ^«^4» ^1^8 = P%P\^ 



Pl^l »Pz^Z = P^2*P^49 



Pi ^l ^ P4^4 _ Pl^l -^P4^4 
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Or, d'après l'équation If» = 0, oo a 



donc 



P4^4 



Mettant cette valeur dans l'expression de pi , îl vient 



on a» de plus. 






^1 ^8 



Pour déterminer ensuite l'éQui^tion 

f(p^t a?!, ar^, .Tj, o:^ == çonst, • 

qm doit fournir t'eizpression de p^ a* Hioyea dos variaUes imlé* 
pendantes, il iaodva intégrer sim^inénient les lvo}fi| équations 
linéaire^ 

(Pi -^ «1. f) = 0» (P«-^ «a» n = 0, (ps^ »»» f) = 0. 

Les systèmes d'équations différentielles ordinaires correspondants 
aux deux premières de ces équations linéaires sont 

dwi __ dœ^ ((P4 dx% dx± ^ dp^ 

1 "" ara ^3 ""^* 1 ^^ ^i^n "" * 

V P4* 

Par suite, Tintégr^ gp=|j(^=çonst çetr^ coinnMine aux deux pre- 
mières équations linéaires. £n la mettant dans la troisième à la 
place de /*, on aura 

Donc Fhitégrate commune aux trois équations linéaîlres s'iobtiiondra 
par rintégration de i'équati'on 



dx^ ^8s 

et sera 



-^-ç> = 0. 



Iftg^ '^' big ^ ^ «OHM* , ou Ç^* =?? qonat 9;5. «► 



Par conséquent^ 
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3r 3fm 



Donc 



Xidx^ -{- x%dx\ 



a 



+ a {Xi^dx^ + x^dx^. 



En intégrant, on tire de là l'intégrale commune cherchée des 
équations données, 

X\Xm 

z = + ctx^x^ + const. 



§. 24. 

106. Considérons l'application de l'intégration simultanée aux 
équations linéaires par rapport aux dérivées partielles da premier 
ordre. Supposons que les équation données soient 

ai(ï) pi + oa^i) P2+.. + a«-i(i) p«-i + On^^) p. = 0, 

en posant 

Bz dz 

^^ = 85^' ••' p»-8ï;v 

et désignant par 

911. n fonctions données des variables indépendsuites Xi,^., Xn. 

Nous représenterons les premiers membres de ces équations 
de deux manières : soit par les lettres correspondantes H^ ,,., Hm, 
soit par. les symboles Ai{z),:,Am(z)p Dans le second système 
de notations, le résultat de la substitution d'une foiictioii. quel- 
conque 9> à la place de z dans la première équation, par exemple, 
sera exprimé par Ai (q>) ; le résultat de la même substitution dans 
la dernière équation' sera Am(q>)* 

107. En admettant que les équations données soient algébri- 
quement compatibles, il faudra examiner si les expressions (Ht, Bk) 
pourront être réduites à zéro pour toutes les valeurs 1, 2,..., m 
des indices i et k. 
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Ces expressbns seroirt ëvidemMaot des fonctions lioëaiteB 
par rapport à pi,..» pn$ dont la forme générale s'obtient ateémeàt 
comme il suit. D'après la formule du commencement du ^ 16, on a 



{Hu Hk) = 






d:ri 



da?! 



âiT ''•' "» 



8«|W . . 8«.-i'* ) . 8«.(*) ... 

■8^ .p> + • •: + ^lïT"^-' + "8i;r f^\ «-' ' 

En groupant ensemble, dans le second membre de cette égalité, 
les termes qui cbhtiennent en' facteurs comfmulAS \e^ ^foàntltés 

Pi, pn, et appliquait la notation indiquée dans ràrt^f^réeJ, 

il vient 

(Hu Hk)-=[Ak(a,i^)--Ai(a^(^))]p^+ 

On volt par là que les expressions (^i, Hk) se réduisent à 
zéro: P en vertu des équations données, si elles se réduisent à 
des fonctions linéaires homogènes de quelques-qnçs. dçs^^uantitép 
/f|,.., Hmy 2^ identiquement, si les coefficients de pi^ypn dans 
ces équations sont nuls séparément. Si elles ne s'annulent d'au- 
cune de ces deux manières, alors, en égalant c^ expressions à 
zéro, on ajoutera aux équations linéaires données d'autres équa- 
tions également linéaires. 

• 

En appliquant pareillement ce calcul aux nouvelles équations 
linéaires que l'on vient de former, supposons que Tonalt ftjouté 

aux équations données en tout r équations 

' ' • ■••• . I 

m-t-r p'étant pas plus grand que fi, et les conditions {Ht, Hie)=0 
étant satisfaites. ^oni* toutes les valeurs I, 2,.-..; m^r des in- 
dices t et k. On pourra, dans ce cas, trouver une intégrale satis- 
faisant simultanément aux équations données, et d^nt T'éXpressiofi 
complète contiendra n — m — r-t-l constantes afMtf^irés, y corn* 
pris celle qui y entre par simple addition; et de cette intégrale 
on déduira très- simplement l'expression de l'intégrale la plus gé- 

9* 
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Hérale^ renfetniRiit «ne fetliaft arbUram d^ f»«^«iTT.y CMittions 

108. La marche du calcul de Tintëgrale complète a été ex- 
poiéa précédemQient dana ua cas p^ua général celqi des équations 
simultanées non linéaires, et elhe s'applique \t\ saps modification. 
Pour montrer seulement Tapplication de la nouvelle forme des 
conditions d^ntégrabitité» prenons uh exemple particulier : Trouver, 
s'il est possible, une intégraje satisfaisant simultanément aux 
deux équations linéaires 

^t s» ^ + (««< h~»9) Si + («'- y> rî =» 0. 

■ * ^^ 

Pe4ir essayai: lew c<m^pi^tibîlité| représentons par Ait) et B{t) 
les premiers meiûbres de cefi équatH>naf et formons l'expression 

(H^ H,) = [A(fi)-B (1)] g + [^ (1) - iî(0)] I 

+ [^(tt/-y)-B(y+«-ar)J^. 

Les deux premiers termes sont nuls; pour calculer tes autres, on 
troiivè 



il («/—y) = (< + ory + otm) < + (y + tt—Sar) II, 

En portant ces valeurs dans les coefficients de l'expression pré- 
cédente, on la ramène à la forme 

(«* + ? + tt'+y?*— 3a:u + «:y-jf-l)(a;g^ + g-p. 

11 est daifé d'a|irèa çebvi 40^ M opadUÎQ;! ifl^ #i)^0 9^ra satis- 
faite» ei l'on pp*^ . j , . 

^» = ^a + 8l = '>-. . 



aux dérinéeê fntrêieUe^én yrtmier ordre. CM* F/, g. 24. 1Q9 

fin reiirésentaut le pren^ler membre de cette itocltière ^giiar 
tioii par C (2), il vient 

(U,. H,) = [A (0)^ C(l)] ^ + [Am-cm]^ 

(«,. ff,) = [ÔW-C(Ô)]g;|-tÔ(0)-C(I)]| 

Or 00 a ' 

^(a:) = 0, C(a:M< + .v — jry) = ;t«< + jrti, , C(ait— y) = «< + !«. 
Donc 

(i#8, /fi) = — X' g^""'^g^ = ~" ;^^»» 

Partant, les oonilÂtioiie {H%, jUi)=s:Oi (H^t H^^O sont satie* 
faites ea verttt de réq«atioit Hg ^s 0« 

Ainsi les trois ëquatioas linéaires 

^j=0, £f. = 0. ^8 = 

remplissent toutes les conditions d'intégrabilité. Donc» coofor* 
mément aux conclusions de la théorie générale» l'intégrale qui 
contiendra suiiùltanément à ^es trois équations devra contenir 
dans sop expression complète deux constantes arbitraires (dont 
une par simple addition). De cette intégrale complète on déduira 
rintégrale la plus générale, exprimée au moyen d'une fonction 
arbitraire d'une certaine fortction donnée. 

Cber^hOftis d'abord l^intégràle complète. En posant» pour abréger, 

dx dz dz dz 

8i=*^i' Bi'^P*' Si^^^* di-P^ 

déterminons» à l'aidé des équations précédentes» les expressions 
des trois premières de ceis qttaiïtités en fonction de la quatrième 
et des variables indépendantes. Si l'on désigne, pour abr^er» 
ces expressions par («i, o^» o^» «n aura 
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D'après cela, poar déterminer Téquation 

. ' f(p^ ^9 Vf t» «) = oonst. , 

qai adonnera la valeur de p^^ cherchons ane intégrale commaoe 
des (trois équations linéaires 

{Px — ^Xf f) = 0, (/>» — Wf f) = 0, (ps— «tts» /*) = 0- 

Les systèmes d'équations simultanées aùl diiTérentielles ordinaires 
correspondantes aux équations précédentes seront 

dx __ du dp^ dy ^ du dp^ 

l 8(»i ô»i ' 1 hm% 8a>j , 

"^ 8p4 du ôp4 ou 

^* dt du dpi^ 

1 Cn^ da>g 

hp^ "Sm 

6<D| dcO« dcOg /v 

Or, comme on a -^ = -g— = -g— =: 0, l'intégrale 

/•=: p4 = const. = a 

d^nviendra à chacun des trois systèmes d'équations simultanées 
et à chacune des trois équations linéaires précédentes. Par 
suite, les expressions des dérivées partielles de la fonction cher- 
chée z seront 

Pi = — (3a:* + «» Jt^a = — y«. I»» = — ^«> P4 = «• 

Ponc 

dz=^ — a [(3a?* + 1) dx +ydy + ardf — du], 

d'où l'on tire« en intégrant, l'expression de l'intégrale complète 

«9 



r = a (m —a?* — xt — ^) + const. 



Enân, l'expression de l'intégrale la plus générale peut être 
donnée sous deux formes: soit au moyen des équations 

2 = a (« — a;» - xt — '^) +»» (a), 
soit ao moyen de l'équation unique 
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z 5^6 » (u -*- ar'— 0:1— ^), 

n désignant dans les deux cas une fonction enlièrement arbitraire. 
Il est évident que c6s deux expressions, de l'intégrale générale 
sont équivalentes entre elles. 



109. Dans le problème précédent, nons avons fait asage de 
la forme particalière que prennent les conditions d*intégrabilité 
des équations simultanées linéaires aitt dérivées partielles du pre- 
mier ordre. II. est à -propos, de signaler encore Ici une autre 
forme de ces mêmes conditions, dont JacobI s*est servi pour 
établir le Théorème fondamental I du 6. 17. 

Prenons deux expressions linéaires par rapport aux dérivées 
partielles de la fonction z, 

'^357 + "'8^ +••■'■''" aï;' 

. 3» . . fit . . , 3* 

*' ai: + *«&^ +••+*• Si;- 

0\9 Ot»«*> ^ ®^ ^1» ^•••> ^n désignant des fohctions de âri^ayârn, 
et représentons la première de ces expressions par A{t)t la se- 
conde par £(z). 

On peut considérer A et B comme des signes d'opérations 
complètement déterminées, et nommer la première de ces opéra- 
tions l'opération A, la seconde l'opération A En soumet- 
tant à l'opération A une fonction quelconque z des variables o?!,.. 
• •» Xny nous obtiendrons pour résultat une nouvelle fonction des 
mêmes variables, sur laquelle nous pourrons èfTèctuer l'opération 
B. Représentons symboliquement par 

B[A{z)] 

le résultat de ces deux opérations successives. Si l'on exécute 
les mêmes opérations dana l'ordre Inverse, .on pourra représenter 
le nouveau résultat par 

Voyons quelle sera, en général, la différence de ces deux résultats. 
On a . 
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(8«, 8î So, ^ 
+ *• \5^ a*, +3;r, 8a:,+" + 












ou 



+ «1 8i;3^+ ^&^ + - +«-S^«} • 

J 

, . 8*1 , . 8*1 ' , 8*35 

8«z 3*1 

* . 

On treuViB de mélne 

1 8*t 

En comparant ces deux expressions, on remarque que ceux 
de leurs termes qui renferment les dérivées du second ordte de 
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la foBctioa t sont ijentiquoei d^p«i eft <l*aiilre; ifooé^ai r#n sous- 
trait ces expressions Tune dç Tautre, ces termes se détruiront, et 
la différence sera exprimée par la fonction linéaire suivante des 
dérivées partielles du prunier 0Fdre.de 1^ fonction ^ 

■ 

110. Uéslgnonis matiilenant les Idérivéès 7*^»« » * ' âT" ^^ 
spectivement par /^/..^ p*, et posons 

* ' * \ » 

*1 Pi + — 4 Anp« =* Bit) Àz G\ 
D'après 4^ qui a été démontré au §. 24, a^,t. 1(V» nol^a aurons 
(H, G) = {B(a,)-J(6,)l;>,+...+|B(«,)-il(6»)lp*. 

, , . . I , • f . . ; , • « 

I 

En coinpiirant ce résultat à celui de Tart. précédent^ il s'ensuit 
que l'on a . . « ) ^ 

(H.G)^B[Aix)]-A[B{i)}. 

On en conclnt qu* l«s dette <^qnati^h« ilptoires 

■j(t) = 0, 'B(x) = ' 

i . • . . 

seront compatibles, si la condition 

' B\A{z)-\= A\B(t)-\ • 

est satisfaite, et; H est évident que cett^ nQqyelle^ ferme de la 
condition d'intégrabilité des équations linéaires simultanées est 
équivalente! à lar piiéoédente. 

111. Cottsé^ueiice* ^^ <Suppesoiië maintenant* que g), «^ et 
jL ^^pr^sept^nt 4eai;fwQikK98 qualçiy^n^ 4es . variables, jr^ju-. » ar«, 

4<riY4^a pi^rti^Ues du pr«««ier Qr()rç AfU f'fouptim 2» 4f^ ta for^ie 
9xûvant^, 



»:• « 



.,- / ' ' da> dt Bq> Bx y- , S<p dz- Ba Bt ' 
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En veHtt de la formule dërtontrée plus haut (art lOft)» od « 

Or A(t) = (9>, *), Bit) = (t{>, i); donc 

B[A(t)]^ip, (9. »)], 4t*(t)} = [v, (if, 4]. 
et 

B[J(»)]-^[1?(.)] = [*. (9», a)]-[l», (♦, t)] 

= [*. (y» »)] + [«>..(«. ♦)]. 
De plus, 

par conséquent, en vertu de la formule (4) du §. 16, 

de même 

D*aprè8 cela» l'ëgalitë (a) prend la forme 

[t. (9>. *)] + [y. (*. *)] 

ou, en faisant passer tous les termes dans le premier membre, 

. [nP. (y. . *)] + [y. C«. V»)] + [*. ('»'» 9)1 ^ 0' 

112. Telle est, en substance» la démonstration que Jacobi 
a donnée de cette proposition (Nova Methodus^ iî.&^-^iô,). 
Mais, comme cette démonstration est étroitement liée à la théorie 
de rintégration des équations linéaires simultanées aux dérivées 
partielles du premier ordre, j'ai cru préférable de la présenter en 
même temps que Texposition de cette partie de la méthode, et 
j'ai donné plus haut (§. 17) une autre démonstration, qui m'a semblé 
n'être pas plus compliquée et se déduire immédiatement des pro- 
priétés foodameolales des expressions de Ut forme (ç), '^z). 
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Remarquoiis que ce Théorème était déjà connu avant la pu- 
blication de la y^NouTelle méthode^' de Jacobi. En effet» dans 
le Mémoire cité plus haut (§.22) de Donkin^ ,»0n a Class of 
Différentiel Equations, etc.'S on trouve ce Théorème (page 92, 
Section II, §. 21), et au bas de la page 71^ il est mentionné parmi 
les résultats trouvés pour la première fois ou démontrés d^une ma* 
nière nouvelle par TAuteur. 

La démonstration de Don k in pourrait plutôt être considérée 
comme irae vérification du Théorème en question. Du reste ^ à 
cause de sa brièveté, elle peut être utile pour une exposition 
abrégée de la théorie de Jacobi; c'est pourquoi je pense qu'il 
ne sera pas superflu de la rapporter ici. 

113. ^Tb^oréme* Si py q, r sont des fonctions quel- 
conques des 2n variables Xi,.», acn, yis-'^ yn^ on a 

(«) {ip> q). r] + [(g, r), p] + [(r, p), q] = 0. 

„Si l'on développe cette expression^ il est évident que chacun 
de ses termes, se compose du produit d'une dérivée du second 
ordre de l'une des fonctions p, q, r, par des dérivées du premier 
ordre de. chacune des deux autres fonctions. 



99 



Considérons les termes contenant des dérivées du second 
ordre de p; ils- seront de l'une des formes 

ay dq^ 8r 8V dq^ 8r S^ 89 dr 
dùcidy^ dwj 6yi* dxiOXj Byi dyj*' dyidys dxi 3S;* 

i pouvant . étne égal à j, et chacun d'eux proviendra du premier ou 
du troisième terme de l'équation (a). 

9,En examinant maintenant chacune de ces formes, il est als^ 
de voir que, pour chaque terme provenant du premier terme de 
l'équation (a). Il se trouve un terme semblable, mais affecté 
d'uD signe contraire, provenant du troisième terme de cette 
équation; et comme la même chose est vraie pour les termes où 
entrent les dérivées secondes de q ou de r, il s'ensuit que le 
premier membre de l'équation (a) tout entier se réduit identique- 
ment à zéro. Donc le Théorème eêt démontré. '' 



§26. 

.114. ConsMéfoiis encore rappllcation* de la méthode d'Inté- 
gration des équations simultanées knx dérivées partielles du pren 
mier ordre à la détermination des conditions d'intégrabilité immédiate 

10 
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d^Qne expression différentielle contenant une variable indépendante, 
et des fonctions de cette Tariable airec lents dérivées d'ovdres 
quelconques. i 

Cette question, qui a été, comme on sait, résolue par Eu 1er 
et par Condorcet, et dont Lexell, Lagrange» Poisson, 
Sarrus, Bertrand, Binet et d'antres géomètres ont fait l'objet 
de leurs recherches, présente une application facile et intéres- 
sante de la théorie qui noua occupe. La nouvelle nélhode de 
solution peut être comparée» sons le rapport de la sirapticité élé- 
mentaire, à celle qui a été donnée par Gond or cet*) et perfec- 
tionnée par Sarrns^*); et tandis qu^elle fournit absolument de 
la même manière les expressions des dérivées partielles du pre* 
mier ordre de la fonction cherchée par rapport à toutes les va- 
riables qui y entrent, elle ramène la détermination de cette fonc* 
tien à l'intégration d'une différentielle totale. Mats, avec cela, 
on obtient l'une après Fantre toutes les conditions qui doivent 
être nécessairement remplies par la fonction donnée pour qu'elle 
soit la dérivée exacte d'une autre fonction. Si, dans le cas donné, 
l'existence de cette dernière fonction est démontrée impossible, 
on s'en aperçoit, en général, avant d'arriver à la condition connue 
d'Euler, laquelle s'obtient la dernière dans notre méthode. Il 
est à propos d'observer que cette condition est donnée ici sous 
une nouvelle forme symbolique, doublement remarquable. 

Pour compléter la solution d'après cette méthode. Il ne 
resterait plus qu'à trouver un moyen simple pour démontrer que 
toutes les conditions nécessaires sont remplies, dès que la con- 
dition unique d'Euler est satisfaite. En l'absence d'une telle 
démonstration, on doit en attendant donner la préférence, pour 
la solution du problème proposé, aux méthodes moins directes et 
moins simples du Calcul des variations. 

Le procédé indiqué cl -dessus est dâ à Bool &***), qui pré* 
sente ce problème comme exemple de l'application de ^a méthode 



*) Dans «on Calcul intégral. Vojoz ansti l^i^evoiXf Traité 
dn Calcul différentiel et du Calcul iotégral, tome IL, pag. 238 
— 249. 

**) Annales de Mathématiques de Cleriponne» touie XIV^ 
Voyez anssi Todhanter, Hiatory of the Progress of the Cal- 
culns of Variations, p. Ô23 — 529. 

***) Osas son mémoire «lOaaimuItaneonsOiff^renlialflqaa- 
(ions of the fîrat Order, ete/' (Philosophical Trantactions, 
1862, Part I, p. 453). 
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donnée par lui pour l'intégration des équations simultanées du 
premier ordre aux différentielles ordinaires, dans lesquelles le 
nombre des variables surpasse de plus d'une unité le nombre des 
équations. Mais on voit, d'après ses recherches, que cette ques* 
tion générale est étroitement liée avec le problème de l'intégra- 
tion des équations linéaires simultanées aux dérivées partielles du 
premier ordre. L'Auteur, ne considérant pas ce dernier problème 
a ce point de vue conuuun, que Bour a indiqué*), applique les 
conditions de compatibilité des deu:^ équations linéaires 

H = A(z) = 0, G = B(z) = 0, 

ê 

exclusivement sous la forme 

OU, suivant son mode de notation, 

(AB''BA)z=iO. 

A la suite de cela, dans rapplication an problème considéré; il 
introduit toute une série de symboles, qui, tout en permettant 
d'exprimer la solution sous une forme très -condensée, lai ôteot 
cependant l'avantage de la clarté et de la simplicité désirables. 

J'adopterai, en conséquence, le mode d'exposition de Ber- 
trand» qui, dans une de ses leçons professées au Collège de 
France, en I863« a remarqué que, dans l'application au problème 
actuel, il vant mieux faire usage de la condition de compatibilité 
des équations linéaires sous la forme (H, G) =: 0, et a fait voir 
comment on déduit la condition d'Euler dans le cas particulier 
où l'expression différentielle donnée contient une variable indé- 
pendante, une fonction de cette variable et les dérivées de cette 
fonction jusqu'au second ordre. Je traiterai la solution de la 
question sous sa forme générale, parce que, dans le cas parti- 
culier considéré par Bertrand, on n'aperçoit pas certains côtés 
de la question qui ne sont pas sans intérêt. 

115. En représentant par x la variable indépendante, par y 
une fonction de cette variable, et par 



•) Dans le Ménioiro €ité plus haut (art. 90). €« Mémoire ayant 
para an même moment que le triaTail de Boole, il e«t probable que 
celai -ci n'en avait pas eu connaissance. 
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les n premières dérivées de cette fonction, soit 

F(x, y, y, y",.., y(")) 
i*expression donnée, et proposons - noas ce problème: 

Déterminer 9 s'il est possible, une fonction F des variables 
^9 y» y^••9 y^^^9 <iui» étant différentiée par rapport à Xy non- seu- 
lement en tant que x y entre explicitement, maïs aussi en tant 
que X entre dans les fonctions y,i y'»**» y^"^ reproduise l'expres- 
sion F, 

dV 
Employons la notation ^— pour désigner cette dérivée totale; 

nous aurons 

et Téquation fondamentale du problème sera 

Remarquons, en outre, que: 

]^. Si la fonction F était déjà connue, l'équation (I) devien- 
drait identique, la fonction y restant complètement indéterminée. 

8F 
Or F ne contient pas y("+*^; donc le terme gnSjS^^"^*^» n'ayant 

aucun terme semblable à lui ni dans le premier^ ni dans le se- 
cond membre de l'équation (1), doit s'annuler ^e lui-même* On 
doit donc avoir nécessairement 

(2) 1^ = 0. 

2^. Il est évident que, si la fonction donnée F provient 
effectivement de la différentiation complète d'une autre fonction 
F par rapport k Xy F doit être de forme linéaire par rapport à 
y("), puisque cette forme est celle du premier membre de l'équa- 
tion (1). Par suite, il faut que l'on ait % 

(a) F=^A + By(n), 

A et B étant des fonctions de x, y, y',.., y^"""*); et, pour que 
Téquation (1) soit vérifiée identiquement pour toute valeur de y, 
on devra poser encore la condition 
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B pouvant facileinent s'exprimer au moyen de F. En effet, en 
diffërentiant partiellement les deux membres de rëgalitë (a) par 
rapport à ^i"), il vient 

^ — J|y(B)- 

Par sjiite, si t*oh représente , pour plus de simpiieité, par 

Fx, Vyy F(i), F<a), ,,., F(»-.i),. V{n) 
tes dérivées partielles 

dV dV SV^ dV^ dV dV 

et que Ton adopte pour les dérivées pàrtietles de F une notation 
analogue; les trois équations du problème, ^primée^ AU moyen, 
des dérivées partielles de la fonction F, seront 

(1) H = F,+ Vyy'^ F(i)y"+., + F(,.ij2fW+F(.)y(»+i)-F=0, 

(2) G r= F(„)=0, 

(3) ^1= F(«-i)-F(n)=0. 

116. Ayant ainsi trois équations simultanée» aéx dérivées 
partielles du premier ordre, il faudra, pour les Intégrer, appliquer 
la méthode exposée dans les paragraphes précédents. Pour cela, 
considérant Zf, G, Hx comme des fonctions, des 2 (n-{- 2) varia- 
bles jr, F*, y, Fy, y', F(i),.., y("^ F(n), formons les expressions 

(Jï, G)r= F(n-i)-F(«)i . ; ■ 



(£f, £fi) = F(«-a)+ ^-g^ + "^y + • • 



+ â^,s'<-> + ^^'^'^".)-^-^>- 



La première se réduit à zéro, en vërto de Téquation /f|=xO. 
La seconde est identiquement égale à zéro, puisque /\«) == B, et 
que B ne contient pas ^(«), d'où il s'ensuit que 
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La troisième expression ne s'annule ni identiquement, ni en vertu 
des équations données; niais elle contient la dérivée partielle 
F(n->8) de la fonction cherchée. En la posant donc égale à zéro, 
on ajoutera aux équations données une quatrième équation 

Si l'on remarque que, dans cette équation, on a 
00 pourra écrire cette équation seu6 la forme 

OU 

H^ = F(ii-2) — CQn-S s= 0, 

eu faisant, pour altréger 

t 

•-. = F<.-i,-— 25- ^ 
117. On trouve ensuite 

La première de ces expressions est identiquement nuUe, comme 
on peut le démontrer, soit en se fondant sur l'éi^alité (a), soit, 
ce qui est préférable, par une autre méthode, qui s'appliquera 
plus tard à d'autres cas analogues, pour lesquels l'emploi de la 
première méthode présenterait des difficultés. En effet, par le 
Théorème 1 du ^. 17, on a 

Or on a (G, Bi) = 0, (£P, G) = H^ ; donc 

(G, »J = («1, »i) = 0. 
De plus, la valeur de (£f|, B^) trouvée plus haut est ex- 
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primée en fonction des sfoles v«iriab(eâf x^ y^^f y^^^, elle doit 
donc se réduire identiquement à zéro, sans quoi la solution do 
problème serait impossible. Ainsi nous supposerons que la fonc* 
tion F satisfasse à la condition 

dont la nécessité s'aperçoit encore plus clairement, si Ton re- 
marque qu'elle conduit à l'égalité 

8 F(ti-») _ 8 F(w-3t) 

Enfin, la valeur de (B, B^ peut être égalée à zéro, puis- 
qu'elle renferme la dérivée partielle F(ii-3)* De cette manière, 
aux quatre équations précédentes nous en ajouterons une cinquième 

on 

* 

B^ =S F(ii— 3) — W«-3 = 0, 

en posant 

_ « dFj^n^) d*F(n) 

118* Oo abtieot eoauit^ focMement le» evpreaijops 

{a^ Ifs; - g^(n-a) - g^(„-3) * 

(B, B,) z^ Fen-4)+^~!^-/'««.3). ^ 

La première de ces expressions est nnfle en vertu ded ëqua* 
tions établies précédemment En effet, le Tbéorème f dti §. 17 
donne 

(G, B^) = [G, (B, B^l = - [B, {iï,. G)]-[B^, (G, «)]; 

or (G, B^ = 0, (G, ^ = — Éfj ; par qonséqu^t 
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Ensuite les valeurs de {Hi^ H^) et de (^T,, H^^ s'exprimant 
au moyen des seules variables x^ y,^»., y^^K doivent se réduire 
identiquement à zéro, si la fonction cherchée F existe; et, en 
effet, les conditions (^i, B^} =s 0> (H^, H^) = n'expriment pas 
autre chose que les relations nécessaires pour qu'on ait les égalités 

8 Vjn^z) _ 8 Fcw-i) 8 Fçn-s) __ 3 F(«-ft) 
g^m-i) — 3^(11-3)'* ay(n-«) — 8y(«-3) • 

Enfin, en égalant à zéro, l'expression (£f, HO, on obtient 
une nouvelle équation, qui devient, en remplaçant o>n.3 par sa 
valeur, 

119. On voit maintenant -comment on devra continuer à pro- 
céder pour la solution du problème qui -nous occupe. Si la fonc- 
tion F satisfait à toutes les conditions nécessaires, lesquelles se 
réduiront finalement à ce que les valeurs déterminées successive- 
ment pour les dérivées partielles satisfassent aux conditions 



8 F(»-^ _ 8 F(i,.fc) , 



on obtiendra alors^ outre les équations précédentes, tes équations 

Ja^ = 0, . •", Si =3 0» • • , Hn = 0, 
qui seront généralement de la forme 

u V tp , dF(»^i^2) . iw^i*""^^(«) _n 

ce qui devient, pour issn. 

Pour décider de la compatibilité d^ U dernière équation avec 
le^ précédentes, poson» 

et formons les expressions 
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(«,, Un)- jpjfïj — -^ , 
(«„ Un) _ g^;^;^3) g— , 



--^ï+'dï 35*"+ •-(-^^ ~rfii~- 

Tuâtes ces expressions sont des fonctions des seules varia- 
blés x,yyy\..,y^*), et par suite doivent se réduire identiquement 
à zéro. Mais Texpression {G, Hn) se réduit déjà à zéro en vertu 
des conditions dont on a reconnu précédemment la nécessité. On 
a, en effet, diaprés le Théorème 1 du §. 17, 

(G, »«) = [<?, (^, A^i)] = ~[/f, (^«-1, G)] -[/f„-i, (H, G)] 

= [i5r, (G, Hn^l)] + (B,, Bn^l). 
Donc (G, iffn) est nul, puisqu'on a (G, fti-i)=0, (^i, ffn-i)=^0. 
De plus, les conditions 

sont nécessaires pour que l'on ait les égalités 

dVy _8F(,-i) gFy _8F(n~a) 8Fy__8F(i) 



120. La série précédente de toutes les conditions nécessai* 
res, que doit remplir la fonction différentielle donnée F, est ren« 
fermée dans la condition 

trouvée, comme on sait, à l'aide du Calcul des variations par 
£uler, qui a démontré que cette condition était non -seulement 
nécessaire, mais encore suffisante *), 



*) Bertrand a fait voir (Journal de TEcoie Polytech- 
nique, XXXV111« Cahier, p. 250—251) que Lagrange, Poisson e( 
d'autres géomètres se sont trompés en avançant qu'Ëuler n'avait pas 
démontré qae sa condition était suffisante. 

10* 
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On a, en verta de ce qui précède» 

Donc, par des substitîtutions très- simples > on pourra écrire la 
condition d'En 1er sous la forme 

[H. (if, (...,(#, G)...))] = 0, 

H et G ayant les valeurs données dans l'art. 115. 

En supposant que la fonction F remplisse toutes les condi* 
tions nécessaires, on pourra déterminer très -simplement son Inté- 
grale F. En effet, les équations 

G = 0, Hi =0,.., Hn=0 

fournissent des expressions de toutes les dérivées partielles de 
la fonction cherchée, à l'exception d'une seule, savoir 

F(n) = 0, F(a-l) = F(n), F{n^9) = a>n-.s,..., Vy = œ^. 

En les substituant dans l'équation ^ = 0, il vient 

Partant, la fonction F sera déterminée par l'intégration de la 
différentielle exacte 

Dans les applications à des cas particuliers, il est très -com- 
mode de disposer les calculs comme l'Indique le tableau suivant: 

dF{u) dF(^) dF(i) 

dx * ' ' ' * dx ' dx * 



'■ ' ■ ^^^^^^^»^»^^^^^M ■■■■ ■■■ ■—■■■■■■ ^^ ■■ f l ^ ■— ■ _■ ■ ■ I I .1 ■ I ^ ■ I . , M M ^»^^— ^^.^^ ■> «l^. ■ ■ ■ ■■ »■■■ 

OÙ l'on peut calculer les unes après les autres les lignes hori- 
zontales, en allant de haut en bas, ou les lignes verticales, en 
allant de gauche à droite. La somme des termes de la dernière 
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colonne à droite donne la valeur de TexpreMion E. Si elle est 
égale à zëro^ alors les sommes des ternies de chacune des co- 
lonnes à précédentes en remontant vers la gauche^ seront res* 
pectivement les valeurs des dérivées partielles Vy^ Fci),.., ¥{%-%)% 
F(«-i) . 

CSxemple. 8olt 

En formant le tableau {A), on trouve 

-ir, -1, -2y-2*y', 

+ 2, 0, 





Par suite « 

Donc 

d'où Ton tire, en intégrant, 

F = a^y — ary' + y^x -{-ftp {x) dx + const. 

121. Quoiqu'il suffise de former la seule expression E^ qui 
entre dans la condition d'Ëuler, pour juger de l'intégrabilité 
Immédiate de la fonction différentielle donnée Fy cependant» comme 
elle est plus compliquée que les expressions qui entrent dans 
toutes les autres conditions nécessaires, il e&i généralement plus 
commode d'employer ces dernières. Eciaircissons cela par un 
exemple. 

Soit la fonction 

Ici la première condition nécessaire, en vertu de laquelle F doit 
être une fonction linéaire par rapport à la dérivée la plus élevée, 
est remplie. Examinons si F satisfait à la condition qui vient 
immédiatement après. Formons» pour cela, les deux premières 
colonnes du tableau (A)\ il vient 
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La condition nécessaire 

8fi)a SF(4) 



ay- dy" 



= 



n*est pas remplie évidemment dans le cas actuel. Cela nous fait 
voir très -simplement que la fonction donnée F n'efit pas immé- 
diatement intégrable, tandis que, pour obtenir Texpression E^ il 
aurait fallu un calcul beaucoup plus compliqué. 

Remarquons^ en terminant, que la méthode précédente pour 
obtenir la condition d'intégrabllité immédiate, peut s'étendre très- 
facilement au cas où la fonction différenlieile donnée contient 
plusieurs fonctions indéterminées y, z, ti,... de la variable indé- 
pendante Xi avec leurs dérivées de divers ordres. Mais cette 
généralisation est si simple que je crois inutile de m*y arrêter. 



Chapitre VU. 

De rintégration des systèmes canoniques d^équatlons çlmultanées 
aux différentielles ordinaires du premier ordre. 

§. 27. 

122. Lin système d'équations drfférenti elles simultanées du 
premier ordre entre une variable indépendante t et 271 fonctions 
inconnues a?],.., acn, ^i»*-» yn de cette variable^ peut se mettre, 
en général, sous la forme 

flxi ^ dx^, - dxn . 

dt - ^^' dt - ^*' ' df ^"' 

i^i, Bi,..., An, Bn étant des fonctions données de la variable in- 
dépendante t et des variables dépendantes x^^ y\yy Xny yn- 

On appelle système canonique le cas particulier de la 
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forme générale précédente^ dans lequel les coefficients Ai, f^,.'. 
..^ An, Bn sont formés avec les dérivées partielles d'une même 
fonction 

prises par rapport aux variables dépendantes, en sorte que Ton 
ait généralement 

i désignant successivement chacun des nombres 1, 2,.., n. 

D'après cela, un système canonique d'équations simultanées 
aura pour forme générale 






dyi dH dyjt^^dH %« BH 

dt ôo?! * dt 8x^ *'"* dt ^ dxn 

Dans le cas particulier où la fonction donnée H est de la forme 

H z=z f{xi,.., Xn* y\yy yn), 

c'est-à-dire ne contient pas explicitement la variable indépendante 
t, les équations (1) sont dites de forme hamiltonienne. 

123. Cette dénomination vient du nom du célèbre géomètre 
anglais W. R. Hamilton, qui a ramené à la forme en question 
les équations générales du mouvement d'un système de points 
matériels soumis à la seule action des forces d'attraction ou de 
répulsion mutuelles^). En d'autres termes, un système haroilto- 
nien représente sous la forme la plus simple les équations de 
tout problème de Dynamique auquel s'applique le principe des 
forces vives; par conséquent, deux problèmes de cette classe 
ne se distinguent l'un de l'antre que par le nombre des variables 
et par la forme de la fonction H =• f. En se rappelant cette 
remarque, on comprendra facilement toute l'importance de ce pro- 
blème: ,j Trouver une méthode générale d'intégration pour les 
équations de la forme des équations (1).*' 

U ami I ton a commencé la série des découvertes qui con- 



*) Voy. Philosopb. Transact, 1835, P. I: „Second Ëssay on 
a General Method in O^rnainic». Ry W. R. Hamilton'' (pag. 
96—98). 
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dais€ot à ce bat, en dénontrant» dans sea re«liercbea nieiition<- 
néem ci-de«aofl, qae lea 2» ioti^ales ilUtinctes qui appartiennent 
aux équationa (1), dans le cas de Hsssf, «'expriment an moyeu 
dea dérivëea partielles d'une même fonction» nommée par lui 
fonction principale. Il ramène la détermination de la fonction 
principale à l'intégration de deox équationn aux dérlrëes partielles 
du premier ordre. 

La découverte de H ami I ton, l'époque où elle a été faite, 
ne pooTait pas encore faire un pas en avant à la solution 
même du problème, puisque, d'après les méthodes alors connaes, 
l'intégration des équations aux dérivées partielles du premier ordre 
se ramenait à son tour à l'intégration complète du système d'é- 
quations simultanées (1). Elle mit cependant en évidence nne 
liaison encore plus étroite entre les deux questions, et elle ap- 
pela sur ce sujet l'attention de Jacobi. Celui-ci démontra, en 
premier lieu, que, pour déterminer la fonction principale, il suffit 
de trouver une intégrale complète d une seule équation aux déri- 
vées partielles du premier ordre, et que le théorème de Uamilton 
s'étend aux équations de la forme (I), dans lesquelles H z:z F, 
c'est-à-dire dans lesquelles la variable indépendante t entre expli- 
citement. En second lieu, ne connaissant pas encore à cette 
époque la méthode de Cauchy'*), et considérant celle de Pfaft 
comme la seule méthode générale qui existât pour un nombre de 
variables indépendantes supérieur à deux, Jacobi apporta à cette 
dernière méthode une simplification importante, coïncidant pour 
le fond avec la méthode donnée par Cauchy dès l'année 1819^*). 

Mais, comme nous l'avons remarqué plus haut, la méthode 
de Cauchy, ou la méthode de Pfaff perfectionnée par Jacobi 
exigeaient, pour Tintégration de l'équation aux dérivées partielles 
du premier ordre à laquelle se ramenait l'intégration âea équa- 
tions (1), que Ton opérât, au contraire, l'intégration de ces équa- 
tions (1); de sorte que, suivant l'expression de Bour, „on était 
seulement parvenu à ramener les difficultés les unes aux autres, 
sans sortir du cercle vicieux/' Aussi Jacobi a-t-il commencé, 
dès l'époque de »es recherches mentionnées plus haut, à s'occuper 
de trouver une méthode d'intégration d'une équation aux dérivées 
partielles du premier ordre à un nombre quelconque de variables 



*) Voy. Cauchy, iilxerc. d'Anal, et de Pbys. matb., t IL, 
psg. 239. 

*•) Grelle's Journal, 1837, Bd. XVII: „Zur Théorie der par- 
tiellen Uiiferentialgleichungen/^ par Jacolli* 
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indépendantes « en poursuivant la voie indiquée par Lag^ange 
pour la solution de ce problème dans le cas de deux variables 
Indépendantes, voie dans laquelle Charpit avait rencontré des 
difficultés insurmontables» et que pour cette raison Pfaff avait 
abandonnée. Pour généraliser la méthode de Lagrange, Jacobi 
dut s'appuyer sur les propriétés des intégrales des équations de 
la forme dynamique (1). Il découvrit la plus importante de ces 
propriétés dans un théorème démontré par Poisson dans son 
premier Mémoire >,Sur la variation des constantes arbitraires** 
(Journal de l'Ecole Polytechnique» 15^ Cahier); ce qui 
explique l'enthousiasme avec lequel Jacobi s'exprimait au sujet 
de ce théorème, dans une lettre écrite à l'Académie des Sciences 
de Paris, peu de temps après la mort de Poisson (Comptes 
rendus, 1840, p. 529). 

Les découvertes de Hamilton et de Jacobi ont servi de 
base aux recherches de plusieurs autres géomètres, et les tra- 
vaux de Liouville, de Bertrand, de Donkin et de Bour 
ont considérablement élucidé la théorie de l'intégration des équa- 
tions de forme canonique^ et élargi le cercle de ses applications. 
Le Traité complet de Jacobi sur cet objet, dont la publication 
avait été annoncée dès Tannée 1840, n'a paru que longtemps 
après la mort de l'auteur, en 1861*). Dans ce travail, Jacobi 
expose la nouvelle méthode d'intégration des équations aux déri- 
vées partielles du premier ordre, et, comme application de cette 
méthode» la théorie de l'intégration des équations de la forme (1), 
avec les exemples les plus importants. Ce Mémoire renferme l'ex- 
position systématique tant des propres découvertes de Jacobi 
dans cette branche de l'Analyse, que des résultats obtenus par 
les autres mathématiciens, dont les travaux ont le plus contribué 
à la perfectionner. L'ensemble des recherches que nous venons 
de mentionner constitue l'addition la plus importante qui ait été 
faite de nos jours à la théorie générale des équations différentielles. 

Ayant exposé, dans les premiers chapitres de ce travail, la 
méthode de Jacobi pour l'intégration des équations aux dérivées 
partielles du premier ordre, je vais, pour terminer, présenter les 
théorèmes les plus importants sur lesquels repose la théorie de 
l'intégration des équations de forme canonique. 

124. Prenons le système canonique des équations 



*) Crelle^A Journal, Bd. LX, Heft 1 und 2 (1861—62): „Kova 
methodat aeqaationea diffévcnCiale« partiales primi ordinit, etc. Attctore 
C. G. J. JFiieeM. '' 
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dxi dU 


dxt BU 


dxn BB 


dt -dffi' 


dt ~Sy,'"' 


dt ~ Bjfn 



(1) . 

dt ISxi' d^ "" dx%'"* dt ~~ 3a:»* 

où Ton suppose 

H = f (t a?! ,.., ar«» ,Vi>- •» y«)* 
/^ désignant une fonction donnée de t, Xi,,., Xu» yif» yn- 

On appelle intégrale des équations dilTérentielles (1) une 
équation 

dans laquelle a est une constante arbitraire» et V une fonction 
de ^, a:|,.., arn, yi,.', yn» ne renfermant point a, et telle» déplus» 
que sa dérivée totale par rapport à ^ se réduise identiquement 
à zéro» lorsqu'on élimine» au moyen des équations données (1)» 
les dérivées des fonctions ar|,..» a;»» ^i»..» ym prises par rapport 
à cette variable t, 

125. La dérivée totale de la fonction V par rapport à < a 
pour expression 

dt "" dt ^dx^ dt "*"avi dt '^"'^dxn dt "*" 8y„ dt ' 

Si l'on y substitue les valeurs de -^» • • s -^ tirées des équa- 
tions (1)» on devMa avoir identiquement 

dt "*'ôa:i %i 3^1 3a?i •*"*'8ar« Sy» cjy» Sar»"" * 

identité qui peut encore s'écrire» au moyen de la notation de 
Poisson» sous la forme 

(2) ^ + (17. ^)=0. 

Donc l'équation (2) fournit le critérium d'après lequel on peut 
juger si une fonction donnée 17» égalée à une constante arbitraire» 
représente ou non une intégrale des équations (1). Si l'on sub- 
stitue» par exemple» If à la place de V dans l'équation (2)» on 
voit que le second terme du premier membire prend la forme 
{H, H), et par suite se réduit à zéro; il reste alers le terme 
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dH 

-^9 qui est aussi égal à zéro, lorsque H ne contient pas t ex- 

piicîtenient. C'est ce qui a lieu effectivement pour les équations 
de ia Dynamique de la forme hamiltonienne, dans le cas où Ton 
peut appliquer le principe des forces vives. Alors 

H = const. 

est une des intégrales des équations (1), et s'appelle l'intégrale 
des forces vives. Mais il n'en est plus ainsi dans le cas 
plus général que nous considérons actuellement, et dans lequel 
on suppose que H contient t explicitement. 

126. La solution complète des équations (1) se compose de 
2n intégrales distinctes^ renfermant 2n constantes arbitraires. En 
résolvant les équations intégrales par rapport à ces constantes, 
on pourra les ramener à la forme 

ç>i =s a|, 92 ==^ ^%> ••» 9» = un, 
ij/i = 6i, '^^^=^ b^..y t^f» = 6n, 

^1» bi,... On, bn représentant des constantes arbitraires, et Ç7|, 
'ïpi..»» <pni '^n des fonctions de t, Xi, yi».., ^n, yn, ne renfermant 
point ces constantes, et satisfaisant chacune à ia condition (2). 

Démontrons maintenant la proposition qui sert de base à la 
théorie de l'intégration des équations (1). 

Tltéorème 1. Si Ton connaît n intégrales des équations (1), 

(3) q>i = «1, 9a = «j,. . , Ç>n = un» 
telles que la condition 

(4) (9.- . 9>0 = ^f^ (^â^ g^ - g^ s^) - 

soit satisfaite pour toutes les valeurs 1, 2,.., n des indices i et 
k; les n autres intégrales, qu'il faut joindre aux intégrales don- 
nées (3) pour obtenir le système complet des équations qui con- 
tiennent la solution des équations (1), s'obtiendront: 

1^. En intégrant la différentielle exacte 

yida:i+ .. + yndxn^F{i, a?!,.., Xn, ^i,.-» yn)dt, 

où Ton aura remplacé yi,*., yn par leurs valeurs tirées des équa- 
tions (3); 

11 
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2^. En égalant à de nouvelles constantes arbitraires bi^, bn 
les dérivées partielles de Tiotégrale de la différentielle précé- 
dente, prises par rapport à a|,.., a«. 

127. Les conditions données (4) font voir, eu verta du l'héo- 
rème II du §.17, que les valeurs de ^i,.., yn, tirées- des équa- 
tions (3), satisfont aux conditions 

(5) M=:^, 

pour toutes les valeurs 1, 2,.., n des indices i et k) par consé- 
quent, Texpression yidxi -{-•• -{-yndxn est une différentielle exacte 
par rapport aux variables ^i,.., scn. De plus, si Ton désigne par 
{H) le résultat de la substitution des valeurs de ^i,.., yn dans 
la fonction F{U Xw*> ^m ^i>**9 yn)^=^H, nous allons démontrer 
que l'expression 

(6) yidxi + . . + yndxn — {H) dt 

est aussi une différentielle exacte, par rapport à Xi,..., Xn, t. 
Pour cela, il suffit de vérifier que les conditions 

d(H) _ Byt 
dxi dt 

sont satisfaites pour toutes les valeurs de 2=1, 2,.., n. 

Or on a 

dxi dxi dyi dxi ' * * ■ Syn Bxi 
ou, en vertu de l'égalité (5) et des équations données (1), 

8(^) _ ^ dyi dxi dyi dxn Syj 

dxi "^ • di dt dxi dt dxn 

Nous avons supposé, de plus, qu'au moyen des équations (3), ^i 
est exprimé en fonction de t, ^i,.., Xnî par suite 

dt "~ dt ^dxi dt ^"^dxn dt ' 

Substituant cette valeur de -^ dans l'égalité précédente, il vient, 
après réduction, 

d{H)_ dyi 
dxi ^ dt ' 
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et cette égalité a lieu pour toutes les valeurs de t = l, 2,..., 7i; 
ce qu'il fallait démontrer. 

En intégrant, par ta méthode connue» la différentielle exacte 
(6), on détermine son intégrale V en fonction des variables t, 
3Ciy.,, Xn et des constantes a^y,,, an, et en outre, d'une constante 
qui y entre par simple addition. On aura, par conséquent, 

dV dV dV 

et 

Les n premières de ces équations représentent évidemment les 
équations (3), résolues par rapport à :yi,..., i/n', la dernière est 
une identité. 

128. Passons maintenant à la seconde partie du théorème, 
et démontrons que les équations 

,«N 8^^A sji^A 9^:-. 

sont des intégrales des équations ()). Pour cela, il suffira de 
vérifier, d'après ce qui a été établi tout à l'heure, que les diffé- 
rentielles totales par rapport à t des premiers membres des équa- 
tions (8) se réduisent à zéro par l'élimination des dérivées 

~dt '"'* ~îf ^" moyen des équations (1). En effet, ou a 

d^ a^ 8— a— 



dt -^ bt ^ dx^ dt'^""^ dXn dt' 

ou, en intervertissant l'ordre des différentiations partielles de la 
fonction F, 

d^ ^K 8?Z 8^ 
dai 8f dxi dxi hxn dxu 

+ srr; ht t • • • • t 



dt "" dm ^ dui dt ^'" ' doi dt' 

Ensuite, en ayant égard aux équations (7) et (a), et éliminant, à 

dx-i dxu •! • 
l'aide des équations (1), les dérivées "tt >•••> ""TT » " vient 
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— Q-. + Q^. a.. + • • • + 



dt dm htti 3i/i ^ • * • " go,. 3^„' 

Mais, d'après la manière dont nous avons défini la quantité {H), 
on a 

Sai hyi dtti '^ ' ' ' dyn dai ' 

Donc le second membre de l'équation précédente se réduit iden- 
tiquement à zéro, et par suite il en est de même du premier, de 
sorte qu'on a 

dt —"' 

pour toutes les valeurs de t = 1, 2,.., it. Le théorème est donc 
démontré. 

129. La démonstration précédente conduit à des conclu- 
sions importantes, savoir, que: 

l^. Le problème de l'intégration des équations (1) est résolu 
dès que l'on connaît la fonction V, puisqu'alors les équations (7) 
et (8) fournissent le système complet des 2n intégrales des équa- 
tions données. 

2^. La fonction V peut être déterminée immédiatement de 
la manière suivante. L'équation 

dV 

comme nous l'avons déjà remarqué^ doit avoir lieu identiquement. 
Or son second terme (H) représente le résultat de la substitution 
dans la fonction F(t,a:i,».,a:n9 yu">yn) des valeurs de yw,yn 
tirées des équations (3), et ces valeurs sont les mêmes que celles 
que donnent les équations (7). Par conséquent, la fonction F 
doit changer en identité, c'est-à-dire vérifier l'équation 

Comme la fonction F, outre les variables U ^i***» ^n» doit con- 
tenir n constantes arbitraires a^,.., cLn (sans compter celle qui y 
entre par simple addition), il s'ensuit de là qu'elle doit être dé- 
terminée comme une des intégrales complètes de l'équation 
aux dérivées partielles du premier ordre (9). 
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130. Les conclusions précédentes, déduites comme conséquences 
du Théorème I, ont une telle importance pour la théorie de l'in- 
tégration des équations (1), qu'il ne sera pas inutile de les dé 
montrer, ou, pour mieux dire, de les vérifier directement. 

Tltëorème II. Si F représente une des intégrales com- 
plètes de l'équation (9) [c'est-à-dire une intégrale renfermant, outre 
la constante qui y entre par simple addition, n constantes arbi- 
traires a^,... On, de telle manière que ces dernières ne puissent 
être toutes éliminées qu'en faisant usage de toutes les n-fl 
équations qui donnent les valeurs des dérivées partielles de la 
fonction V par rapport à â?i,.., a?n, ^], cette intégrale complète 
jouira des propriétés de la fonction principale de H ami I ton, 
c'est-à-dire qu elle donnera le système complet des 2n intégrales 
des équations (1), sous la forme des équations (7) et (8), parce 
que les équations différentielles (1) sont une conséquence directe 
de ces intégrales. 

En prenant une des équations (8), 

et la diff'érentiant totalement par rapport à t, on trouve 

^^^ daidt + Saidxi dt ^" • • • + duidxn dt "" "' 

Si l'on différentiCy d'autre part, l'équation (9) par rapport à ai, et 
qu'on ait égard en même temps aux équations (7), il vient 

En faisant successivement, dans les équations (6) et (e), «=:], 
%..y n, on obtiendra deux systèmes d'équations , par la compa- 

raison desquels on voit aisément que les valeurs de --n > • • « -^, 

tirées du premier, sont identiques respectivement avec les valeurs 

8F 8F 

■F. — »••> ^9 tirées du second. Par suite, n des équations (1), 

de la forme 

dxj _ dF 
dt dyi ' 

sont une conséquence nécessaire des équations intégrales (7) et 
(8), c'est-à-dire qu^elles sont satisfaites par ces intégrales. 
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131. On peut donner à la cooclnsion précédente aoe plus 
grande rigueur > et en même temps montrer plus clairement la 
nécessité de la condition, que V soit nne intégrale complète de 
Téqnation (9). 

En retranchant les équations (c) des équations (6), on obtient 
n équations de la forme 

^"^^ dttidxi \dt^ dyj + • • + daidxn \dt^ dyn) " ' 

pour les valeurs de i= 1, 2,.., n. Si Ton considère dans ces 
équations les quantités 

dxi dF dxn dF_ 

di Syi*"** dt dyn 

comme des incoonaes, il en résulte alors de deux choses l'une: 
]^ ou chacune de ces inconnues est égale à zéro, 2^ ou le dé- 
terminant formé avec les coefficients des équations (d) est nul. 
Or ce déterminant peut se mettre sous la forme 



A = 



dxi 






dtti 



dai 



8F 
dxi 



dXn 



San 



dan 



et rhypotbèse de ^ = entraînerait comme conséquence la pos 
sibilité d'éliminer toutes les constantes Hi,..., Un, en ne faisant 
usage que des n premières équations du système 



dxi 



COj (t f .T| , . . j Xn 9 ^i f • 9 ^n) j 



8F 

8F 
St 



— • Wfi (t 9 X\ ) • • 9 Xn 3 ^1 J • • > On) 3 



== — F(t, a;i,.., Xnt «i,.», û)n). 



qui donne les valeurs des dérivées partielles de la fonction V par 
rapport à a;j,.., Xm ^; ce qui est contraire à la condition que F 
soit une intégrale complète de Téquation (9). Donc, etc. 

Des comparaisons analogues font voir également que les valeurs 
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dwi dF ^1 dxn SF ^n 

tirées des équations (6) et (c), sont complètement déterminées, 
puisque Ai > • * » An ne peuvent s'annuler^ non plus que A» ^t par 
la même raison. 

132. Démontrons maintenant que la seconde moitié des équa- 
tions (1) est satisfaite par les équations intégrales (7) et (8). En 
différenciant Téquation (9) par rapport à Xi, et ayant égard à la 

condition ôp^ = W^» ainsi qu'aux équations (7), il vient 

dt dxi %i dxi ■ * " ' ^ dyn Sxn 

dV 
En différentiant ensuite par rapport à t l'équation yt = k— i on 

trouve 

dt " dt'^dxi dt ^ '"^ dxn dt ' 

Ajoutons cette équation à la précédente» après avoir transposé 
dans le second membre de celle-ci tous les termesr à Tezception 

de g^^; il vient 

dVi ,dF_dy^/dxi SF\, .^(^_JÎL\. 
dt ^dxi^dx\dt "dyj +• ••+ dxn\dt dynj' 

msâs, d'après ce qui a été démontré, 



par conséquent» 



dxi dF dxn SF ^ 

dt "^ dyi* ' ' ' ' ^ dt dyn * 



dt bxi * 



et des égalités semblables auront lieu pour toutes les valeurs de 
t= 1» 2,.., n. Donc le théorème est démontré. 

133. La démonstration de la proposition précédente peut en- 
core se présenter sous cette autre forme. 

En appliquant la méthode de Jacobi à l'intégration de l'é- 
quation aux dérivées partielles du premier ordre 

W /'=îf +*'(fe a?,,.., a?n, jfi,.., yn) = 0. 
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dV 



dV 



où l'on pose, pour abréger, 07 =y> et généralement ^ =yi, on 
obtient les n équations 

Hi,.., Ha étant des constantes arbitraires* et les fonctions ^ ,.., ^ 
étant déterminées de manière à satisfaire aax conditions 

(A/i) = 0, et (/i,/*) = 0. 

pour toutes les valeurs 1, 2,.,, n des indices % et >^. 

En éliminant les constantes Oi , . . , an-.! des premiers mem- 
bres des équations (10)^ au moyen de ces équations elles-mêmes» 
on réduira ces équations à la forme 



(11) 



"l ^^ ^l> ■"« ^^ ^•••> Bn = An, 



Hi».., Hn étant des fonctions de t, a^i»**, Xn, y\f» ^n ne con* 
tenant par la variable y, et telles qu'on ait« en général, 

Hi^fi(t, ari,.., Xn, yif'i yuf fi, ^s»-«> ffi-l)- 

En vertu de ce qui a été démontré au §• 21, les premiers mem- 
bres des équations (11) doivent satisfaire aux conditions 

(A Hi) = 0, et («, £ft) = 0, 

pour toutes les valeurs 1, 2,.,, n des indices t et k* 

La première série de ces conditions démontre que les équa- 
tions (11) sont des intégrales des équations (1). Eo effet. 



(f. Ht) = 



8F dHi 

a<' ht 
1, 



m = R 

+ 21 



8F dHi 

CXm CXm 

SF SHi 



^ym Sym 

= -{f+iHuF)} = 0; 

ce qui démontre, d'après la condition (2)* que l'équation Ht == ai 
est une intégrale des équations (1). 

Les conditions (Hi, Hk)=:0 sont celles-là mêmes qui, d'après 
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le Théorènie I (art. 126), doivent être satisfaites par les fonctions 
9>i>**» 9ii* Par suite, Tintégraie de Texpression 

où yif, yn doivent être remplacés par leurs valeurs tirées des 
équations (10), jouit des mêmes propriétés que la fonction V du 
Théorème I. 

134. Remarque. Dans la démonstration du Théorème I, 
nous avons vu que l'expression (6) doit être une différentielle 
exacte. On peut démontrer de la même manière que l'expression 

Xxdyx-\^..-\^Xndyn-\^F{t, a?!,.., Xny yw, yn)dt 

doit être une différentielle exacte, si l'on y remplace a:i,..., Xh 
par leurs valeurs tirées des équations (3). Il est facile de voir, 
d'après cela, que, si l'on désigne par W l'intégrale de la diffé- 
rentielle précédente, ou une intégrale complète de l'équation aux 
dérivées partielles du premier ordre 

on pourra mettre le système complet des 2n intégrales des équa- 
tions (!) sous la forme 

dW dW _ dW _ 

Syi "^'^*' âS^-^*-- ay« ""'*'"' 
S^T""^*' 8^-^*-' a^^*^»- 



§.28. 

135. La Remarque précédente nous offre un exemple de la 
manière dont le même problème de l'intégration des équations 
(1) peut être ramené à l'intégration d'équations aux dérivées par- 
tielles de formes différentes, (9) ou (12), suivant le choix que 
Ton a fait des variables indépendantes. Cela nous donne l'occa- 
sion d'exposer la méthode tout à fait i^énérale, indiquée par 
Jacobi (Nova methodus, p. 122, §.57), pour le changement 
de variables tant dans une équation aux dérivées partielles du 
premier ordre, que dans le système d'équations canoniques qui 
lui correspond; méthode qui fournit des équations transformées 
du même type que les équations primitives. 
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La forme générale d'une éqaation aux dérivées partielles da 
premier ordre peut être représentée par . 

8F 
ou j en posant généralement ^i = ^ — $ 

^^ ru ^ 

Le système canonique correspondant » dont {Intégration complète 
dépend de la détermination d'une intégrale complète de Téquation 
(A), se composera des 2n équations 

(B) c/a-f _ dF dyi ^ 8F 

i désignant successivement chacun des nombres 1, 2,..^ u* 

L*équation (A) donne Texpression de Tane des dérivées par- 
tielles -^ en fonction des autres dérivées partieU'es ^i»*..» ^n et 

des variables indépendantes t, oti,..., Xn\ donc elle est équiva- 
lente à Téq nation 

(Ç) dV =:^ — F{t, a?!,.., a?n, ^i,.., yiOdi+yidxii- ..-i-yndxns 

et, si nous exprimons Téquation (C) au moyen des nouvelles va- 
riables, nous transformerons en même temps Téquation (A)^ et 
par suite aussi les équations (B)* 

136. Conservons la variable i sans changement, et introdui- 
sons, au lieu de ar^,.., Wn, de nouvelles variables Çi,"» qn* Pour 
cela, entre les anciennes variables et les nouvelles on devra 
donner n équations. En supposant l'existence de ces équations, 
sans toutefois spécialiser leur fprme, prenons une . fonction entière- 
ment arbitraire V des anciennes variables if, ^i»**»a?«, et' des 
nouvelles 9i^.*« qn- En faisant subir des accroissements infiniment 
petits aux variables de l'un des systèmes, celles de l'autre sys- 
tème prendront des accroissements infiniment petits correspon- 
dants, et la différentielle totale de la fonction tJ aura pour ex- 
pression 

Si l'on retranche de cette équation l'équation (Ç), il vient 
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dV 



dt 



Cgi m I ~~m 

-g^ + F(<, xi,.., xn, tfi,.., y») I 

+ te ~ *V '^'^' + • + te ~ ^V '^" + ôyT'^*' + •■ +s7« **«•• 

Comme la dépendance enlre les anciennes variables et les nou- 
velles n'est pas encore fixée, déterminons - la de telle manière 
que Ton ait 

.^^ dO _ 8V du dV 

En désignant, de plus, par W la différence des deux fonctions V 
et F, nous donnerons à l'équation précédente la forme 



■St7 



dW ^ [^-gf +F(t a?|,.., xnf yi>.., yii)j 



dt 



Dans le second membre de cette dernière équation, le coef- 
fijcient de di représente évidemment la dérivée partielle par rap- 
port à ^ de la fooctiau TFs V—V; voyons comment s'exprimeAl 
les dérivées partielles de cette fonction par rapport à qu*», Çif 

Pour cela» en dlfférentiant W par rapport à çi, et considérant 
^i9*<» ^n comme des fonctions de cette variable, on a 

8iy_ 8(C7~y) 

dqi 8qi 

dqi dxi S^rf •••"■' S^„ 'Sqi'^dxi dqi '" ^n Sç7 
_SV /dV fiF\3£, /dV dV\dûPn 

0U| en vertu des équations (/>), 

dW_dU 

^*^> Sqi - dqi 

Des équations semblables aurqnt lieu pour toutes les valeurs de 
t = 1, 2,.., n. Donc 

d W =L g^ + ^('» ^1» • •> ^«5 .Vi »• » y«) J ^^ 
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Il De reste plus maintenant qo'à exprimer le coefficient de dt 
au moyen des dérivées partielles de la fonction W et des varia- 
bles Çii*., Çw Pour cela 9 en ayant égard aux équations (D), 
nous le ramènerons à la forme 

sous laquelle il ne contient que les variables t, Xi,,,^ xn et çi».. 
..f qn- Si ensuite, à l'aide des équations {E), on exprime :r|,.. 

.., Xn en fonction de <, Çi,.., çn» ^ — ,.., g — » on ramènera le 

coefficient considéré à la forme demandée.. En représentant cette 
forme par 

dW dW. 



— 9(*> Çw'f Çn, g ,.., g^^)» 



on aura ainsi 



dW dW dW dW 

De cette manière, l'équation {C) se trouve exprimée au moyen 
des nouvelles variables, et comme elle est maintenant équivalente 
à celle-ci 

cette dernière équation représente la transformée de l'équation 

SW 
(A). Ënfin^ si Ton pose généralement ^-7 = pi, on pourra écrire 

immédiatement le système canonique correspondant à l'équation 
(A^), et composé des 2n équations 

pour £=1, 2,.., n; et ce système représente le système (B) ex- 
primé au moyen des nouvelles variables. 

137. Dès que l'on connaîtra l'intégrale complète de l'une des 
équations {A) ou (A'), l'intégrale complète de l'autre pourra se 
déterminer au moyen de la relation 

W+V= V. 

En effet, supposons connue l'intégrale complète de l'équation (A')^ 

W = %(t3 ft,.., qu, «1,.., a«) + const.. 
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tfi,... On étant des coDStantes arbitraires. Au moyen de la rela- 
tien prëeédeote^ on aara 

F= V — % — const, 

et les variables 9i>..y ^a» qui entrent dans les fonctions C/ pi %, 
pourront être exprimées en t, Xit.., Xn, au moyen des n équa- 
tions (£)• 

S\, au contraire, on connaît l'intégrale complète de Téqua- 
tlon (A), 

K = ^ (t a?i, . • , Xm» «1» . . , ««) + const., 

on aura alors 

Wsz V — if — const» 

et, dans l'expression de W, les variables Xi,.., Xn pourront être 
éliminées au moyen des it équations (J9). 

Si l'on fait» en particulier» 

t7 = Xiqi ^r'^^rXnq%, 

on trouvera que les équations (/>) et (JE) prendront la forme 

8F dW 

^' = 3^« = 5F<' l^' = §^ = ^" 

Par conséquent, les équations (fi), {A) et {B) se transfoimeront 
dans les suirantes. 



(«i) 



dt~ dpi* di ~~dçi' 



poor issl, 2,.., n. 

• * . 

Les équations (A) et (Ai) ont évidemment entre elles la 
même corrélation que les équations (9) et (12) du paragraphe pré- 
cédent; donc la dépendance entre les intégrales des deux pre- 
mières équations on entre les intégrales des deux dernières s'ex- 
primera de la manière suivante, 
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§. 29. 

138. Les conclusions générales relatives à ta théorie de Ho- 
tégrations des équations canoniques de la forme générale (1) s'ap- 
pliquent aussi au cas particulier, qui représente les équations 
du mouvement dans les questions où le principe des forces vives 
a lieu, et pour lequel la fonction donnée H ne contient pas t 
explicitement; c'est-à-dire qu'elle est de la forme 

Les équations différentielles conservent leur type primitif 

^'^ ai "" a^t' dt — dxt' 

pour t = 1, 2, . . . , n ; mais maintenant la variable t n'y entre que 
par sa différentielle dt. En éliminaat celle •«!> on a les 2n — 1 
équations 

dœx dxn dyi ^ ^^ dyn 

^yî Byn Sxi dxn 

entre les seules variables Xi^ ^i>>**> ^oj yn» L'intégration com- 
plète de. ce système d'éqvafionsi donnera les expressions de toutes 
les variables en fonction de l'une d'entre elles, deiTi, parei»tnple, 
et de 2n — 1 constantes arbitraires ai,..., cran^i. Si Ton porte 

dx dH 

ces expressions dans Téquation ~^^^Â~~' ^" obtiendra la der- 
nière intégrale du système (1), la seule qui renfermera t explici- 
tement, an moyen d'une quadrature. 

Cela fait voir que le système complet des intégrales des 
équations (1), résolues par rapport aux constantes arbîtraîres, 
peut élre représenté par 2n^— 1 équations de la forme 

et par une (2«)«*'"« équation de la forme 

«2» = g>tn *— t, 
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fpi et ç>2fi désignant des fonctions qui ne contiennent pas I expli- 
citement. La méthode générale da §. 27 donne les intégrales des 
équations (1) précisément sous cette forme, mais par une voie 
plus simple. 

139. Diaprés la remarque que nous avons faite au cômnren- 
cement du §. 27, en posant 

(2) a ^ const. = A, 

nous aurons immédiatement une des intégrales ne contenant pas 
t des équations (1). Supposons qu'avec cela on connaisse encore 
n — \ autres intégrales de ces équations, 

(3) (pi :^ ai, 9>2 = ^s > • * ' 9«— i = «n-i, 

Oi,..., <r«.i étant des constantes arbitraires, et ç>|,...> qtn-^\ des 
fonctions de Xi,.., Xn, yif» yn» ne contenant pas t explicite- 
ment, et satisfaisant aux conditions 

(4) (9)£, q>k) s= 0, 

pour toutes les valeurs I, 2,.., n — 1 des indices t et U. 

Sous ces conditions, il est facile, à Vaide du Théorème I du 
§• 27, de déterminer les intégrales restantes des équations (1). La 
démonstration de ce Théorème se Irduve même simplifiée. £n 
effet, l'expression 

I 

en y substituant les valeurs de ^i,..» ^a tirées des équations (2) 
et (3), devient une différentielle exacte, puisque les égalités 

^ =g^ auront lieu pour toutes les valeurs J, 2,..., n.i^^s in- 
dices i et ky en vertu des conditions (4) et de la supposition que 
les équations (3) représentent deç intégrales indépendantes de t 
des équations (1). 

Ensuite, les égalités ^^ = g^ [(^) représentant ce que 

devient f lorsqu'on y substitue les valeurs de ^i , . • , ^n] sont sa- 
tisfaites pour toutes les valeurs de 1=1, 2,.., n, parce que yt ne 
contient pas explicitement f, et que, l'équation (2) étant du nombre 
de celles qui ont servi à déterminer les valeurs de y|,...., ^n, 1a 
substitution de ces valeurs réduit identiquement son premier 
membre à la constante A. 

L'intégrale de la différentielle exacte précédente a pour expression 
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17= F-A#, 

F désignant l'intégrale de la différentielle exacte 

yidxi + ... -^yndxn. 

fin vertu du Théorème I du §. 27« les n Intégrales cherchées des 
équations (1) s'obtiendront en posant 

— = — = 6 -^ = ^^ =6 

(5) ^ ^''^ ^''^ !»•••» goii-i 3ûii-i "" "** 

8C7_8F 

6i,.., ftn^i, jf désignant de nouvelles constantes arbitraires. En 
effet» si l'on représente par a une des constantes arbitraires ai,,. 
,., On^îf h, on a 

d— d— d— 

Ba da dxi m m Ba dxn 

+ ... + 



ou eitfin 



dt "" dxi dt ^ * "^ dxn dt 

BV dv_ 

^8ari SH ^dxn BU 

- 8a 8y, ■•■••"^ Ba 8y„ 

^ Ba 8{H) 
dt '^ Ba ' 

Or l'expression (H) est identiquement égale à A; donc, pour 
a = ai 9 . . » ci»-i9 on a 

^^ =0. 



et, pour a = A, 



<;< 






Donc on a identiquement 



dt 



hv 



''^«=0 



dt 



aux dérivétê partieiies eu premier ordre, Cà. VU, $• 29. 177 
pour toutes les valears de à a= àj,»., an^^i, h. 

140. Remarquons que l'égalité ^ = ^ n*est pas défroite. 

lorsqu'oo prend les dérivées partielles de ses deux membres par 
rapport à a. On aura donc, pour toutes les valeurs 1, 2,*^, n 
des indices t et A:, 

a^ a§^ 



dxk dûCi 

Donc le système des intégrales (5) peut s'obtenir sans déterminer 
la fonction F, et en intégrant une suite de différentielles exactes^ 
et II pourra se mettre sous la forme générale 

en faisant successivement 1 = 1, 2,..., n — I. 

Quant à la détermination immédiate de la fonction V, il est 
clair que les valeurs ^i =^— ,...., yn = K — doivent être iden- 
tiques avec celles que l'on tire des équations (2) et (3) ; donc la 
fonction V doit néeessalrement changer eu identité l'équation 

et il suffit qu'elle soit déterminée comme intégrale complète de 
cette équation.' 

141. La méthode que nous venons d'exposer ne s'applique 
pas, il est vrai, avec le même avantage à la résolution des diffé- 
rentes questions de Dynamique, de nature plus ou moins com- 
pliquée. Ayant seulement en vue d'éclaîrcir par des exemples 
particuliers la théorie précédente de l'intégration des équations 
de forme canonique^ je vais traiter une des questions les plus 
simples, à la solution de laquelle elle s'applique sans aucune 
difficulté. 

Considérons le problème du mouvement d'un point matériel 
attiré vers un cetrtre fixe par une force exprimée en fonction de 
la distance. 

12 
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Prenons le plan dans lequel doit 8*effeeiver lé roonrement 
pour plan des coordonnées rectangnlaires œ, y, dont Torigine eBÎ 
an centre d'attraction; désignons par r le rayon vecteur do point 
mobile, et par q>(r) la force accélératrice qui agît sur ce point 
dans la direction du centre d^attraction. En considérant les coor- 
données a: et ^ du mobile comme des fonctions du temps t, on a> 
pour les expressions générales des composantes de la force accé- 

lératrice parallèles aux axes coordonnés, -^ et -r^' D'un autre 
côtéy ces mêmes composantes» dans le cas actuel» ont pour va- 

mouvement sont 

en faisant r* = a:* + y*. 

Pour obtenir l'intégrale des forces vives, ajoutons les équa- 
tions (1), après les avoir multipliées respectivement par dx, dy, 
ce qui donne 

dxâ^x + dyd^y xdx+ydy 

"2? = - 9 (r) jr— "• 



leurs respectives fp(r) et — -^(r). Donc les équations du 



ou 



d'où Ton tire, en intégrant, 

(2) £f = i (ar'« + 2^'«) +fq> (r) dr = const. = A, 

x\ y étant les composantes de la vitesse du mobile parallèlement 
aux axes des a: et des y, savoir 

' Si l'on remarque maintenant que l'on s 

on pourra ramener les équations do mouvement (3) et (1) à la 
forme canonique ordinaire 



aux dérivées parUeiles du pretrUer ordre. CH, Vil, 5. 29, 179 

dx _dH dg _9H 

di '^dx" dt '^dy" 

dt dx* dt dy ' 

Comme il n'entre dans ces équationer que quatre fbtictlon^ 
inconnues de la variable ty il suffit de connaître 9 outre Tintégraie 
(2)^ une autre intégrale qui ne renferme pas le temps explicite- 
ment. Le principe des aires fournit l'intégrale demandée. Si 
Ton élimine, en effet, entre les équations (1), les termes qui con- 
tiennent r, il vient 

^y rf*^ « ^ dt ^dV ^ 

^di^~»5?=^' ^" dt =®' 

d'où l'on tire, en intégrant, 

(4) ç) = xy* — yaf = const. =s a. 

La condition (£f, ç)) = doit être évidemment satisfaite, ce qu'il ' 
est, du reste, aisé de vérifier directement, puisque 

X V 

Ensuite il faut tirer des équations (2) et (4) leis valeurs de x^ et 
de y^ , qui rendent x^dx -|- y^ày une différentielle exacte. Pour 
cela, en éliminant y^ de l'équation (2) à l'aide de (4), on obtient 
une équation du second degré en x\ 

{pc^\y^)x'^\1ay.af = 2[A— /ç>(r)rfr] a*-a«, 

d'où, à cause de x^+y^^^r^t et en faisant, pour abréger, 

«=: V2tA-/9(r)rfr]r« — a*, 

on tire 

f -^ ay + xR 



X' = 



r 



A 



On trouve de même 
Donc 

==z a.d arctang ^ ± -- A*, 



a: "^ r 
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d*oà l'on tire, en intégrant, 

K=a.arctang^ ± / -^-W. 

Maintenant les deux intégrales du problème qui restent à 
trouTer s'exprimeront comme il suit, 

dV y Pdr 

g;^ = arctang- TJ ^rg^ft^const., 

dV Prdr 

U^^^^J -B--< = i^ = const 

La première de ces intégrales donne l'équation de la trajec- 
toire du point mobile; la seconde donne le temps en fonction du 
rayon vecteur. Les quadratures qui y entrent pourront générale- 
ment être déterminées, lorsqu'on donnera la forme de la fonction 

ç)(r). En supposant, par exemple, 9)(r)= ^, fi étant une con- 
stante, on obtiendra des résultats conformes à ceux que les Traités 
de Mécanique établissent ordinairement par une autre voie. 

Remarquons encore que la fonction Y représente une intégrale 
complète de l'équation aux dérivées partielles du premier ordre 

que Ton tire de l'équation (2), en y remplaçant a/ et y' par leurs 

valeurs q- et 5--. 

ex oy . 



§. 30. 

142. Pour terminer cette esquisse de la théorie de l'inté- 
gration des équations simultanées aux différentielles ordinaires de 
forme canonique, considérons une propriété très -remarquable de 
leurs intégrales, qui constitue le Théorème de Poisson, et 
que nous avons déjà établie d'une manière indirecte au §. ]8j 
après avoir indiqué au commencement de ce paragraphe (art 46) 
sa haute importance dans la théorie de l'intégration des équations 
aux dérivées partielles du premier ordre. La démonstration la 
plus directe et la plus simple de ce théorème, que nous allons 
exposer tout à l'heure, montre effectivement qu'il est une consé- 
quence immédiate de l'égalité trinôme qui exprime le Théorème I 
du §. 17. De là il est facile de voir que l'existence de cette 
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identité poavait être condae en «'appuyant seulement aur le théo- 
rème de Poisson. 

Reprenons le système canonique de 2it équations de la forme 
.' dxj dH d}fé 8iB[ 

en supposant H^:iF(t, Xi, y\f't Xn$ yn)» et donnant à l'indice 
t toutes les valeurs 1, 2,.., it. Soient 

(2> q>(i, psu yu*'» okt, y«)=BCon»t., if(i, ari, yj,.., Wn» y«)«const. 

deux intégrales de ce système» ç) et ^ étant des fonctions don- 
nées. Le théorème de Poisson consiste en ce que l'expression 

"^/8<p d^ d<p drlf\ 

^ite dj^-S^ 5iJ' ^" ^^' *^' 

égalée à une constante arbitraire» est aussi une intégrale des 
équations (I). 

Comme les équations (2) représentent des intégrales de (1). 
les fonctions g> et ^, en vertu de ce qui a été démontré an §. 27» 
doivent vérifier identiquement les conditions 

Si l'équation (fp, '^) = const. et aussi une intégrale des équations 
(1), la fonction (ç>» if;) devra vérifier identiquement la co^idUioii 

f • * 

Or, en vertn de la forinule (9) do §. Jfi^ on a 

En substituant ici les valeurs 
Il vient 

r 

3(<p, tp) 



dt 



= [(H. q>\ ^] + [9, (iï, *)]. 



l>onc la condition relative à la fonction (9» 1);) prend la forme de 
l'équation 
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ou 



[(», 9>), ij^] + [(9. ♦). i5r| + [(t, B)» ç>] = o. 



doot le premier membre, en vertu da Théorème I do {• 17, est 
identiquement égal à zéro, quelles que soient les fonctions, £f, 
tp, "iff. Ainsi le théorème est démontré. 

La démonstration compliquée que Poisson avait donnée de 
son théorème était considérée comme un tour de force analytique. 
HamiltoB, en ramenant les équations de la Dynamique à une 
forme plus simple, a simplifié en même temps la démonstration 
de Poisson. La démonstration précédente» qui s'applique aux 
équations canoniques de la forme générale, est due à Donkin. 

143. Jacobi, le premier, a attiré Tattention sur Timportance 
du théorème de Poisson. Les applications indirectes qu'il en 
a faites plus tard aux questions générales de Pintégration des 
équations aux dérivées partielles du premier ordre et des équations 
de la Dynamique ont pleinement mis en lumière l'utilité théorique 
du théorème de Poisson. Pour ce qui est de ses applications 
directes et pratiques, c'est-à-dire de la possibilité, étant données 
deux intégrales d'un système d'équations canoniques, de calculer 
par leur moyen, à Taide de simples différentiations, une troisième 
intégrale, puis une quatrième, et ainsi de suite; l'examen appro- 
fondi de cette question a montré à Bertrand*) que la méthode 
d'intégration fondée de cette manière sur le théorème de Poisson 
était loin d'avoir l'importance qu^on lui avait attribuée d'abord. 
En effet, les cas où ce théorème conduit réellement à une nou* 
velle intégrale se rencoatrent beaucoup plus rarement que ceux 
où il n'atteint pas ce but. Quelquefois, aucune des combinaisons 
deux à deux, par le théorème de Poisson, des intégrales qui 
forment la solution complète ne donne une intégrale nouvelle; 
dans d'autres cas, la plupart d'entre elles jouissent de cette même 
propriété. Bertrand, profitant de cette circonstance, qui exclut 
évidemment la possibilité d'appliquer le théorème de Poisson 
au but proposé, a fondé là -dessus une méthode spéciale d'inté- 
gration des équations de la Dynamique de forme hamiltonienne. 
L'établissement théorique de cette méthode est fort simple; c'est 
pourquoi je vais l'exposer sommairement, et l'éclaircir en l'appli* 



*) Mémoire sur l*in té^ration des équations différen- 
tielles de la Mécanique, par J. Bertrand (Journal de Ma- 
thém. de Liouviile, 1852, t. XVII) 
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qoant à Texemple mèvaB qui a été traité daii9 lé paragraphe pré- 
cédent, afin qa'on puisse facilement comparer les résultats. 

144. Examinons d'abord les cas où les deux intégrales don- 
nées, ç} = const.y If; = const., ne conduisent pas à une nouvelle 
Intégrale. Cette circonstance se produit: 1^ quand l'expression 
(g>, tp) se réduit identiquement à une constante déterminée quel- 
conque; 2^. quand cette expression se réduit à une fonction de g> 
et de % en sorte que l'équation (ip, ifi) = const. ne donite pas 
une nouvelle intégrale, mais une combinaison algébrique des inté- 
grales déjà connues. 

Par exemple, si Ton suppose que, dans les équations (1), la 
fonction H ne contienne pas t explicitement, on a l'intégrale 

H sr eonst. 
En la combinant avec une autre intégrale quelconque 

tp = const., 
g> ne contenant pas t explîcil6flient, on a l'identité 

Si l'on prend une intégrale 

If;— jf ss const., 

^ ne contenant pas i explicitement, on obtient alors l'identité '- 

En général, on peut démontrer que, si ^ = const. et ^ = const. 
sont deux intégrales des équations (1), il existe une ou plusieurs 
Intégrales de la forme m = const. , pour lesquelles Texpression 
(9>, a) se réduit Identiquement à zéro ou à l'unité. En effet, 
effectuons tes «ubstifetions* indiquées par les fi^r mules 

(<p, ijf) = iffi, (9, -^i) = *«,.., (ç>, tf;w-i)';=V%M. • 

En prolongeant cette suite indéfiniment, elle ne peut continuer con- 
stamment à donner des fonctions distinctes ip, t|;|, ilf%f9 puisque 
les équations (1) n'ont que 2n intégrales distinctes. Supposons 
que tf/m soit le premier terme qui soit égal à une constante dé- 
terminée, ou qui s'exprime en fonction des termes précédents, en 
sorte que l'on ait 
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En prenant an« CoDciioii arbitraire «9 des variabies ^»^t«*'».4»fli-a» 
on a 

Donc 5 si nous vouions déterminer 0» de manière que (q>, co) soit 
identiquement égal à 1 ou à 0, on devra intégrer l*équation linéaire 

Donc les intégrales du système d'équations simaltanées 

^i ~ ipt f" "" l(ou U) 

donnent les valeurs de la fonction au moyen desquelles on 
formera son expression la plus générale, qui sera l'intégrale gé- 
nérale de Téquation linéaire précédente. 

La méthode de Bertrand pour l'intégration des équations 
de la Dynamique de forme hamiltonienne (1), où Hi=f(ûPj, yi,... 
'-f 3Cny yn)» consiste dans ce qui suit. On déterminera une inté- 
grale des équations (I), 

9>(^i» yi»*** ^«» y») = const,, 

diiférente de l'intégrale des forces vives » et l'on cherchera une 
autre intégrale 

'^{^u yi»-» ^n» y«) = const. 
par la condition que la fonction ^ donne l'identité 



I » 



(9), H,) =|on • 



I < 



146. Comme applioatioo, prenons le pivblème du menTeneot 
d'un point matériel attiré vers an centra fixe par une force fonc- 
tion de la diatance. 

Sous les mêmes conditions qu'an paragraphe précédent, les 
équations du mouvement seront 

^ -,' ?^ - «' 

dt "' dt ~^' 
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JLe priacipe des aires doDne Tinlégnile 

(2) /= «y — y«' = coBst. 
Supposons que 

(3) *(«•, y, «', y, = «>»«*• • 

soit uoe seconde intégrale. En exprimant la condition que cette 
intégrale, combinée avec la première, donne Identiquement (^, f) 
égal à séro ou à Tunité, on a les deux équations linéaires 

L'intégration de la première de ces équations conduit au sys- 
tème d'équations simultanées 

dx dœ' dgf dy* ^ rfjp 

— jf "" — y "" « "" V "■ ' 

dont une des intégrales est 

* = «!* 
et il est facile de trouver les trois autres 

C|, e^ e», C4 étant des constantes arbitraires. 
Par suite, en posant, pour abréger, 

on aura, pour la valeur la plus générale de la fonction tfi qui 
satisfasse à la première équation (4), 

(a) ^ = n(u, V, w), 

% désignant une fonction arbitraire. Si i devait entrer explicite* 
ment dans l'intégrale (3), on poserait alors 

(«0 *=: < + »(«, e, w). 

Si Ton prend, pour déterminer ^, la seconde des équations 
(4), on devra intégrer le^système des^équations 



'dx dx' ^^^ 4^ 

— jf ~ — y "" « "" «^ "" l * 

ou 

dx_ dji_ dx' r~W . 



!«• 
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dont les intégrales sont exprimées, par les éqeatieaé 

X = ilcos(^+a), y es AAïi{^^a)t 
x'^ Bco8(ilf+p), y = i?8în(^-f/î), 

a, pf A, B désignant des cônsfahtes Arbitraires. De ces éqaa- 

lôins on> tir»iiil«éBie«t ^m ^nlv^qt^i ... 

I xx',+yy' = C. aictang ^ + t^ = C', 

C\ C'\ C"', C^^ étant des constantes arbitraires. Donc Tex- 
pre^él6n' gënémie de la retfctidh ^ tiatfsraisànt àfa sèédMde des 
équations (4)^ sera ' - ' 

.^=r arctang - -f <» (ii^.r, tç), 

CD étant uhe fonction entièrement arbifraire. 

146. Il faut maintenant compléter la détermination des ex- 
pressions trouvées {a), (o^)^ (/^) de > la lbs<iilîeii..'t/;.|iar..ia condition 
que chacune d'elles, étant égalée à une constante arbitraire» re* 
présente une intégrale des équations (1). Pdur cela. Il faut ex- 
primer que les dérivé/^ ,^t^ies.4e cj^ (ouctiof^^^iar, rapport h t 
se réduisent identiquement à zéro, par l'élimination des dérivées 
de X, y, x', y' prises par rappilrfl â'i. 'fibloômméàçàht péflVx- 
pression (a), op trpuire ,. i . , ,, :, , i, ^ ,, 



dt~()x dt '*' By. Ut '*".{l«|. d<...7",^< ,dt.! . ,. . 
Bx^du-^^dw-*' By- Bu'^^Bw-^' 

Bx' — Bv-^'^Bw''^' By' — Bv-^^^SH)'^' 

.■••■ ''■(>• 

et ep,p9»iMP^ «QMC^br^ei» TrT^.?3r:.<flftO^ op ^a^^ ep, Fprjn des 
équations 'fl); • »'*' * "'• '••'''•''-• '» '•*;-'>•'• :.i*"-» "• .{ -.Hi;:-.i- 

31 = "^' m = »^ - dF = ^^<«^ v^ = î'*<»î- 

t 

Donc la cofidUiQÂ '^:q;Q sexfiranei^.de^fà manière sWfvante, 
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•■ .1 



OU 






I '. I 



Cette équation^ 1îi\éiit|re |iar ; r|tpp6rt aux dërîvëM. partielles de 
n, permet de dëtei'ifiiner la forme de cette fonctiott conformément 
au but prpppjstf, an loo^^^^de rinfëgratioii des ^oatiops ,., 

du dv dw \ dyp^ 

Une. des intégra)e& de ces équations ^era ^s=?^Ct; imiç ^utrç ^'ç.lir. 
tiendra au moyen de l'équation , . ^ 

dv A -*. 

du i= -ôt^y *^'®^* ^ ""•' ^^'^ d^ = C9, 

Ënfin^ en écrivant les équations données sous la forme 

vdu udv ____ iwaw vdit + udv 

~ ~" M ^(m) ""■ v+u 0(u) "~ © +tt (P(«) * 

on obtient l'équation 

2wdw '^=' vdu + udv, 

d'où l'on tire la troisième intégrale 

ufl — uv = Cs» ) ,- 

Donc l'expression de la fonction k doit être 

TT = n[v — /<P (m) du, uv — w^] , 

n désignant une fonction arbitraire; ou, en remplaçait Uy'v, w et 
O (u) par leurs valeuts, et rémarquant que du = 'irdr, et que 

c'est-à-dire que l'intégrale des équations (1)^ if;=:const., obtenue 
de cette manière , représentera une conibinaison algébrique arbi- 
traire' ^6$ éqdatioi^s des forces vires et des atVéè, hqaéltë de 
pe*it côbstitiier dne' nouvelle intégrale.' • < > 

147. En prenant maintenant la forme (aO pour représenter 



>i . .? 
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la foDctioD ^, et exprimant la condition que t|> s= const. doit être 
une intégrale des équations (1), on a la condition 

d5fr_ 8ifjd« 3*^ 8* d^; 8ip ^_f. 
dt'^^'^dx dt'^dy di^^' dt'^l^ dt^^' 

on. en mettant pour les dérivées de ^ et de x» £t $f» ^ 1^ ▼a* 
ieors données plus haut. 

Pour déterminer la fonction 9v, il faut Intégrer les équations 

du dv dw 



2to 2to4>(tf) e-|-tf4>(tf) 



= — dn^ 



dont deux des intégrales sont les mêmes que dans le cas de 
l'art précédent» savoir» 

V'^fO(u)du =s Cl, u^—uv = c%. 

Au moyen de ces deux équations, on trouve 

u> = Vc^ + îêi = ^ c^+ulci+fOividu]; 
par suite» 

, du ^ du 



2w 2 V^c, + u [ci +/* (tt) du] ' 

d'où l'on tire la troisième Intégrale 

du 



"^^ J 2Vc, + «[c, 



+/<t>(tt)dii] 
Donc l'expression générale de i|; sera 

du 



= Cg. 



*='-/ 



2 V*c, + « [cj + / * (tt) dtt] 

+ i2[f>— /<t>(ti)rfi«, ttt)— io«], 

JT désignant une fonction arbitraire. Donc» en égalant cette fonc* 
tion 17 à zéro» et posant 

(5) ip =5 const.» 

on obtiendra une nouvelle intégrale du problème» exprimant le 
temps en fonction du rayon vecteur» et de la même forme que 
nous avons obtenue par yne autre méthode dans le paragraphe 
précédent. 
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148. Pour compléter la solution do problène, ezamiDons en-* 
core si les équations (1) admettent des lotégrales de la forme 

^ =: arctang'i^ +fo(u, v, w) = const. 
Pour eela, on a la condition 

W^Bsidt "*'8«' dt +8y di^df W' 
on Ton snbstltaera les râleurs 

en remplaçant les dérivées de a» y» x', y' par leurs valeurs don- 
nées plus haut (art 146); après quoi la condition considérée 
prendra, la forme d'une équation linéaire 






«• 



à cause de xy^ '^yx^ = V^ut) — to*. Pour déterminer la fonction 
00, on intégrera les équations 

du do dw uda 



qui ont deux intégrales communes avec les équations des art. 
précédents, savoir, 

V — fO (te) dusssci, uo — fo* = c^» 

Par leur moyen, on trouve 



donc 



du^uv-^^ Sfc^.du 

CI09 s: 



2ti« 2tt V^[ci +/*(«) dàlu-^-c^' 

d'où l'on tire la troisième Intégrale 



"^/s 



2tiV [ci +/0(u)du] tt—c. 
Par conséquant, 



SSC^. 
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-h A [c -r / 4> («) <fit> m» - tD*J. 

Substitoant cette expression de » dans la formule (6), on trooTe» 
pour la valear la plus générale de '^, 



i^ = arcta«g^^y S^VÏ^Ï^^ïS^ 

La fonction SI est complètement arbitraire; en la faisaml donc 
égale à z6u^ et posant 

(6) ^:;=.afct«»g^— / - ^^/-r ^^ y ;j = = eon8t, 

6^ ^ 2V[Cif /<D(ti)rft«]ii'-c;, 

on obtient encore une nouveHè rnfë«2:ràle âvt p^oDlénle^ Iftlquelle 
fait connaître l'équation cïè la trajectoire c^u point ^moftilé, etitièrë- 
ment identique avec celle que nous avotik obtenue dans le para^' 
grapbe .préc^^eut 

■'"'■' ..'l'i • 
Si aux intégrales (^), (5), (6) on 'joint f intégrale ées forces 

vives 

fl = (a:'«+y*)— /9?(rjc/r = const, ' 

nous aurons alors la solution complète du problème» 

149. En considérant la marche de la soistion du problème 
précédent, on voit qu'elle consiste en ceci : Après avoir déterminé 
une intégrale dlffefente de celfe des foi'ces vivéis^ nous en 'àvohi« 
trouvé une autre renfermant le temps, d'après* là condition q'ue^ 
dans la combinaison de cette intégrale av/çc- la première» elle ré- 
duise la parenthèse de Poisson à zéro. La troisième intégrale, 
donnant la trajectoire, s'obtient par la* conHifiôn 'qile; combinée 
avec la première, elle réduise la parenthèse de Poisson à Ta- 
nité. L'intégrale des forces vives <;f)itiplète la solution. Ber- 
trand a démontré que le succès de ce mode de solution n'est 
pas accidentel, «t que^ cette méthode doit réuiKiit, dans tous les 
problèmes .<|UJ concernent le ^euveiûent dans: un plan,' ou, pins 
généralement, lorsque les coordonnées des points du système 
peuvent s'exprimer au moyen 'de detiz^'^iablés' Indépeodeivlel». 
Là démonstration de cette proposition est très «simple. Mais, 
ayant exposé Kessence du procède, je crois iiiut^ie^ d'entrer dans 
de plus longs détaite. ' ; «^ 
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U XI 



<■• » l-'l »j. '.',<.• I ■•'» I il :l '*..(»«' 



« • • 



. « "1 



I! # 



'-.'.i'' .". itf^1h»iKÙ:t4-^ih»' V||]||[j' ^ .:•■'■}''■>:. 



i 



- • :< \-î j ^,' il-!.- ' • ■:. •. î ' * ^ ):ry«' v4t(t' i .» i . . ' ' •.•■ »,•«•• • 

itiri , >, ". "i •^ y ', > : t i *..'» »".-t: •îJ.vMI ' r r. «j. ..." 5,1;- 

, ,}^: lim m^tbo^f 4'^^^8ra^ion;()[nne équation ou de plusieurs 
équations simultanées aux dérivées jpi^rtieljes^ 4a premier, ordre», et» 
comme conséquence de cette méthode, la théorie de l'intégration 
de#'éqii||tiop#.4ft'tforj##; flanoniqp^.offt formé, l'objet. pnncjpal des 
chapitres précédents de ce Mémoire»^ Mw avant que Dette mé4 
tbode eût reçu son développement complet dans les travaux de 
Jacobi et d'autr^ géomètres^ ,le..protdème de l'intégration de 
l'équation générale aux dérivées partielles du premier ordre avait 
été déjà complètement résolu pfir,;PfaCf» .Cnuqby et^Mi^o^l 
lui-même. Les méthodes proposées par ces auteurs, tout en 
flîfférAPt Fju; le.poîM <k idéRArt.ft>pai; J$i foriNQ» ofit oepetidalit un 
but commun: ramener le pr^bl^9)« 4l'|i^éfiii|if» (^Oif«iplèN'4''jiq 
système d'équations simultanées ordinaires de la forme des équa- 
tions (10) (§. II). La ifôttvellei 'méthode de' «Fabobi, exposéi^ ci- 
fle^W,*,:»^. ^I^tijipe: des wé|l?9<jl/es j qwp, l'4?i>^ ^tify:^iie ,,^ ce 
qi^'^l^.^e^^ioi'qp ^ fa, d^f^r^^^vtfpp d^ |^ j^ojifi^ 4** mm^J^ut,ot^\ 

qif,iÇfl(iqï^;d'^q?jatîv,nSj.(||n^uUan^e*. La x^cb>BjrcJ^o, de cfif^ intégr/l^Qs 
çpnclHit , ^, pJM.^ieu5^ j^sjrp^èw.^ .^'^^ftVAtîftV. :^wuUwe§, qr4jpa|rQ^, 

de déterminer une quelconque des intégrales de chaque système. 

Pfaff a trouvé la solution théorique du problème de l'inté- 
gra^mf d^^ré^ifatî^n^ géf»éralè^ atfitkléH^é^^ pàrttetfes^ d^''^ë<Âiéi^ 
oldf«»»lM>intn#iM8 féittibillbBivdWaiitre tptoblèthé iéêoht ^pàt Itti *j| 
celui de l'intégration d'une ^qttatittkl'M'fâ'fbi^né*' '''''' ' 



' • I 



dàns^^'làqadle «Ki^.^^« JFftr'ltlIj^riseA^ (d^ini parétl 

nombre de variables ^i»..» xtn, lesquelles ''iië'sftti^rén€''|làsiiW± 
conditions connues de Fontaine ou d'Epier. La méthode de 
Pfaff conduit i 4'4Btégra#oiil emnptèteî de niij^ieu»» systèmes d'é- 
quations simultanées ordinaires, dont le premier seulement se tire 

*) AbhattdijiiA9e|i4#r 3e;rMn4r Aka44Nnies>^B^ — 1813. 
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immédiatenieiit des données da problènie« chacun des suivants ne 
pouvant être formé qu'après l'Intégration complète du système 
précédent. Cauchy» qui a fait choix d'un autre procédé, et 
Jacobi» qui s'est occupé de simplifier la méthode de Pfaff, ont 
démontré l'un et l'autre que» pour obtenir llntégrale complète d'une 
équation aux dérivées partielles du premier ordre» il suflBt d'inté- 
grer complètement le premier des systèmes d'équations simultanées 
de la méthode de PfafC Considérant la parfaite conformité des 
conclusions finales des méthodes de Cauchy et de Jacobi, je 
me bornerai à exposer seulement la première de ces méthodes 
sous la forme la plus générale. 

151. Soient jti»..» Xn» n variables indépendantes; t une fonc* 
tion Inconnue de ces variables; 

dz 
5^, = ^*» pour t=sl, 2,..,fi, 

les dérivées partielles de cette fonction. 

La forme générale d'une équation aux dérivées partielles du 
premier ordre peut être représentée par 

(1) FQti»,., Xu9 «» P\f9 |?ii) = 0. 

La détermination de la fonction t qui satisfait à l'équation 
(1) constitue un problème indéterminé de sa nature; et» en effet» 
l'expression la plus générale de z doit renfermer une fonction ar- 
bitraire. Mais Cauchy rend la question tout à fkit déterminée» 
en y ajoutant cette condition complémentaire» que» pour une valeur 
particulière donnée de l'une des variables indépendantes, wAX pour 

«• = «, 

la fonction % et ses dérivées partielles pn ••> pn ptenaent lespeo- 
tivement les valeurs t» «»i««»» v^ni i désignant une fonetioo de 
^ly» x%^\ donnée arbitrairement» soit 



léfflyées psftieiM* 



sorte que^. en général» 

■ 8/ 

enfin» ova étant la valeur tirée de l'équation 



aux déripéei puriMieê ti» premier ordre. CA, F//A 1. SI. %9B 



VSL Pour- déleriiihior là (bnclito f isatÎBfiiteaiDt à toitfe« «len 
coAditiMiB,. Caiicliy applniaelamétbodc; du efa^ngement 4ey^%* 
fiables indëpendantea, employée pour la preiAière foia par Am- 
père pour la résolution du proMékne actue^^ dàiis 1^ caK parti- 
culier de deux variables indépendantes» 

,''-•'■' ' • ^t 

Concevons les n — 1 variable» Xi,.», Xn-^i ézipriniées^ par un 
même nombre de foncUops ^stinctes de ti--l nouvelle^ variables 
$i9.., &I-1 et de l'ancienne variable oîn. .Par imite de cél4 xetp* 
deviendront des fonctions de xn et des £;. En différentiant à ce 

point de Vue, nous aurons les équ^ticMis ' > > 

••.,■. . • ' •, « / 1 

(3) ^=î/»trg5+ •+^'^~»Èr' 






M».' i 



» 1 » 



En vetttt ût rëguKfé ». . , : • :, 

on tirera des étjpations précédentes les relations 

.', - ■ ' ' ■ , • , ,. "i ' . . 

(4) < 

Ensuite, les expressions deâ?i,.;> JTh^i, z, jeti;. ./^ au mroyen 
des variables ||,.^, Si-i» ^â sqnt supposées télleàque, en les sub- 
stituant dansféquatlon (I); celle-ci devienne nM identité. Donc, 
cin la, diflférentîant.par r«pp<y't à chacune des variables Xn et |t% 
il viendra 



( •' 



(5) 



'(B<) 



8F dxi . \ dF_ 'ixn;^ 

1 

13 
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Ptenottè Sabord la dernière de ees d^mcëquallMis; laquelle doit 
avdir heu pour i s= l,.>; n — 1» et sobetitaons^y le» valeare (S) 



dz 



8/>, 



(6) 



ei (4) de £r et 4e -qt i >i viendra 

. / 8F' ; • ^8F^ a/,„_t eF\«*,-i 

/Sfl dxi dF\dpt . . y 8F ftg»^! 8Fv 8y>-i 
+ V.8p, 8j?, 8|>J 8|. + ••■'' VS/J—i 8a:r S/»-/ 8& 

153. Les fonctions de li,.., &■— i» â^n» qui représentent les 
valeurs de Xi,,,, Xn^Ji sont restées jusqu^à'présefit. indéterminées. 
Nous pouvons profiter de cette circonstance, en choisissant pour 
ces fonctions des expressions telles, qu'eH«|<aatlsCi^sftn^ aux *con- 
ditions 

^_SxidF _Q 8F ftr— 1 8F ^ ^ 

*• ' dpi 8a;n ^ 8/Vii-i "*8a:ii 8;»ii "~ ' 

et, pour compléter la détermination de ces n— ) fonctions, joi- 
gnons-y la condition qœ^ pour la valeur "partioiilière Xn = a, les 
fonctions Xi^^^Xn-i p^ennei^ respectivemeiit les vareurs li,.*, &i-i. 

D'après ces conditions, l'ëquafioa ' (9) prend la forme 

\8a:i +''» 8*+8a«£ipj8|j+-- 

■■i / 8F . ^F . 8/?,^;. 8F\ 8,T„i_;„ 

+ Vâ^i + p-i ij + aïT W "8îi7 - " 

et pour les diverses valeurs de f= 1, '2,..., n — ^^1, libtis àuroils 
n — ] équations semblables. Le déterminant fonctionnel ' 



I dxi 



Sx 



«-Ï 



» • • > 



8& 



do?! 



ftr, 



«Hi 



ne doit pas être égal à zéro; ^ar» s'il rétatt,. alqrs (fn vertu du 
Théorème du §.3), i| existerait entre les variables â?i,..., x^^i 
une ou plusieurs éqnàtioQs. DopC,4ioninie fcoilséqùepc^ nécessaire 
des équations précédentes, on aura dés équations de la forme 
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,^, 8F , dF^dpi dF ^ 

(8) SÛT + Pt û- + r^ î— = 0, 



qui auront lieu poQr:taiite« les vakars de îssl, 2,.., n— ^1. . 

154. Noi|s avons maintenant toutes les équations nécessaires 
pour la solution de la question. En conisid^rant toutes les cou» 
ditions introduites successivement, on trouve que le problème 
consiste en ceci: „Déterniiner' 2il foncliofs inconnues ari,.., ;ra— i, 
2» Pif9 Pn des variables èi»"» Sn->i» ^n» de telle manière P que* 
pour la valeur particulière Xn^=a, elles prennent respectivement 
les valeurs |j,.., £«-1/ t. (Oi«**> G)n-i» en supposant i=sf(i^i,.. 

.., èm-i)» et généralement ^ï = -^ — ~^f' — """"* P®"*^ i^l^ 2,.. 
.., R — I; et enfin la valeur de «« se tirant de l'équation 

F(èif..f èi-i, a« t »!,*., Q>a^5 œ») = 0} 

2^ que ces fonctions satisfassent aux Sn — 1 équations (l), (2), 
(3), (7) et (8).« 

Nous ne faic^ons pas entrer en ligna de compte ie» équations 
(4) y qui soûl des coaséqueoces des équations (2) et (3), ni l'é- 
qiiatloo (5), qui. est équivalente à (1). 

Mais, pour déterminer 2n fonctions inconnues/ il suffit, en 
général, de 2fi équations; donc, dans le système précédent de 
3n — 1 équations, il doit y en avoir n — 1 de superflues. On peut 
démontrer, en effet, P que le système de 2n équations, composé 
de (1), (2), (7) et (8), sufBt pour déterminer les valeurs demandées 
des fonctiouH inconnues; 2^ que ces équations réduisent à des 
identités les n-^l équations restantes (3). 

155. Occupons - nous d'abord de la première partie de la 
démonstration. Les équations (2), (7) et (8) peuvent s'écrire sous 
la forme 



(9) 



8i. ''• 8/,, + ••+'" 

dxn ~ SF 


dF 
'dpn 


Bpn 




BF 

Bx,- dF ' 


dF dF 
dpi dxi + P* 8i 

8«, - . dF ■■ 


Spn 


dpu 



les deux dernières équations ayant lieu pour toutes les valeurs 
de î= J, 2,.., n — 1. 
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Aux équations (9) il &al.encdte joindra rëquatioo (I); mats 
celle-ci peut être remplacée par réquation .(S)> qui lui est équi- 
valente, et qui, par la subslitulieu des valeurs de -r^ » k- 

?--9 tirées des équations (9), se ramène aisément li la forme 



9 

n 



OU 



^^^^ ""ê^- — w^' 

Spn 

semblable à la disrnière des équations (9)« 

• .< • , 
Le système des 2n équations (9) et (10) renferme» à propre* 
ment parler, des dérivées partielles des 2it fonctions cherchées; 
mais' comme lès dîfférentiations partîelies sont faites par rapport 
à la seule vai^îahle jr», tandis qu'aucune 'des autres varia- 
bles indépendantes $| , . . . , |ft-i' n'entre explicitement dans les 
équations considérées, il s'ensuit que ces équations peuvent être 
traitées comme un système d'équations diflférentieUes ordinaires 
du premier ordre. D'après cela, tes équations (9) et (10) pour* 
ront se mettre soqs la forme 

■~^~ — ~W - FF W 

— (fpt —dpn 



(U) 



Par l'intégration du système des équations (11), on peut en 
général, comme on sait, trouver des expressions finies et déter- 
minées des fonctions ori,.., a:n-i, z, Piy* Pn de la variable Xn, 
lesquelles, pour la valeur particulière Xn^ a de cette variable, 
prennent respebtlvement les valeurs li, ..» In-i, £[, m,..,,(Ou» Sup* 
posons que ces expressions soient ' 
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^: '^^ " <«ii>$i9**> |«->^i« & «1,.., flou)* 



(12) { Xm^\=^q>n-\(Xn9 ||>..> Iw-b Sf »|,.., flO,.), 

En substituant dans les n premières équations (Pi) ies valeurs 
f^fn i .^ -« -il y (Il y. Iw-i) ^ _ y(l i»'M l«-i) 

ainsi que rexp^ressiop de ta^ tirée de Téquatiou 

•> ■ • ■ >i . 

OD obtiendra n équations entre les variables primitives z, ;r|,.., Xn 
et les variables auxiliaires £i,..>$n— i; par conséquent, si la forme 
de la fonction f est donnée» on pourra éliminer lÀs variables auxi- 
liaires , Qt Ton parviendra ainsi à une équation d'où Ton tirera 
iMpe valeur de, s en fonction de ar|«».y xit, qui satisfera à toutes 
les . conditions proposées, c'est-à-dire que Ton aura l'intégrale 
eb^Fçhée di^ problème. 8i la forme.de la fpnction f reste indé* 
terminée 9 alors réiimination des quantités $1».., $»^i est généra- 
lement impossible ; cependant le système des n premières équa- 
tions (12) peut être considéré comme équivalent à l'intégrale 
générale de l'équation (I). 

• * * 

Lorsque |a fonction /est indéterminée, réiimination de £i,... 
.., |a~i n'est possible que dans le seul cas particulier où les n 
premières équations (Vï) ne contiennent pas les quantités a>|,.., io«. 
Alorsy en les résolvant par rapport à £;, fi»..» In—i* on trouve des 
valeurs de la forme 

î=:ff(ari,.., Xnt i), li=»i(^i>'* ^n» *)>•••, |é-i = ^-i(^i»— ïf»];. z). 
En les substituant dans l'équation 

on obtient ^'intégrAie générale sous U .fortpie . 



toérale sous U .forp 



De cette forme de l'intés^rale ;généri|le il ^st aisé de conclure 
que l'équation proposée (1) doit être linéaire' par rapport à 
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Pi9"* pnt et avec cette. conditiofi»{N)ur trouver les n premières 
intégrales du système (12), il safSt évidemment de faire usage 
des n premières équations (1 1}^ éavoir, ^ ' 

doTi dxu di 

Ainsi la théorie de Cauchy enil>ra8se dans le même procédé 
général la solution des équations linéaires et celle tlea équations 
non linéaireâ. 

156. Il reste à faire voir que les expressions (12) des fonc- 
tions z, Xxyt Xn^iy pi9"9 Pnt substituées ' dans tes n^— > 1 équa- 
tiens (3), changent celles-ci en identités. Admettons pour un 
instant que ces substitutions ne rehdetit pas identiques les deux 
membres de chacune des équations (3)> et représentons par J(<) 
leur différence, «/^'^ étant une fonction inconnue de èi»"» fin-i* 
ar«; c'est-à-dire que nous posons 

En joignant à cette égalité Téqiiatlon (2), qui devient Identique 
lorsqu'on y substitue les valeurs (12), et la combinant avec la 
précédente par la même procédé qui à servi à obtenir les équa- 
tions (4), il vient 

• • t 

Si l'on porte le» valeurs précëdeotes de ^r et de -^ dans l'é- 
quation (5')> nou8 aurons 
rBF SF dpi dF\dxi , 

. /8F BF d pn-i dF\da:n-i 

+ VSar-i ■•' ''"-» s; + dx, W "âir 

/8F 8£i 3^\8rt . A.( li-' *^"-» 8F\8p«-i 
+ V.8p, 8x, 8p,i^ 8|< ■•' • ;+ V5psr-i ~ "5^ W 81* 

, 8F8J» 8F , 

■ ■•; ..<<'/^ t'a:.. • <» 
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Mais, en vertu des équations (7) et (8), qui sont satisfaites 
par les valeurs (12), tous les termes' de l'équation précédent^, à 
l'exception des deux derniers ,i «ont ^identiquement nuls. Dônc^ 
pour déterminer «/<^, nous auri^as l'équation 

dpn 

En moHrpKant les éeûx'metnbrés' dé cette équation par dxn^ et 
întégrartt itepûis a jusqu'à Jif«, Il Vie^^ ; ; . . 

I . "5^ 

«'< ' i. ••■•'■•• : .' ;, .^îf ^' • ^*' ; ; I JÊ' '*'•' 




o 



I « . 



■ 



p. ; '.< 



Jaf^ étant Ja valeur, de «/(^ pour ^^iys= fi;, or jl f^^t fi^çile de yoip 
que cette valeur est nulle. '/., , 

1 k 

_ •■ _ * • i • . I ' \ 

En 'effet, 'entaSèkni'àu^^y rappelons-nous quen même tehips 
les fonctiôfas 4", a:i,\., à^h-i; K» ••» Pnrrh dôltent prendre re^pébti- 
vement les valeurs £, |j,..,' èn-^i »i».>» ôhi-i* ' Dddc ' Téquatldif 
(3) prend la forme 



d'où , 



r ' >i 



Il est évident alors que l'on a aussi, en général, «/(0=:0; c'est- 
à-dire que les équations (3) sont satisfaites par les intégrales 
(12), lesquelles, remplissant ainsi toutes les conditions voulues, 
donneront la solution la plus générale du problème. 

157. Bertrand a fait contre la conclusion précédente une 
objection *), qui consiste en ce que cette conclusion est vraie 
seulement à la condition que l'intégrale 



*) Comptes rendus des Séances de TAcadémie des Scien 
ces, t. XLV, p« 61T. 
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< < I 



ne prenne pas une valeur indéterminée ou infinie; et que, d'un 
autre côté, on peut toujours attribuer 4 1^ fonetionV arbitraire 
^=/'(Si>***' ^n-i) une forme telle que roa âe. 4îe8^. dieux cas 
ait lien. 

A Tocçaslipii de celte T^nlarq^e»i S eir rot ^ eotrefiriaJ'eiuini^n 
de ces cas exceptionnels, eti a démontré *) x^f^, ,fii Vint^gfl^o (14) 
n'a pas une valeur finie et déterminée pour la forme assignée à 
la fonction f(Su'», Sn-i), il arrive alors» en même temps, que les 
équations (12) i|ont impropres à fournir la solution générale du 
problème. Cette solution s'obtient» dans ce cas^ au moyen de 
l'intégraté complète» c'est-à-dire de l'intégrale qui i^enferme notant 
de constantes arbitraires qu'ir y a de variables^ indépeniiantes 
dans l'équation donnée. Je crois inutile» 4'ailleul*s» d'exposer en 
détail les recherches de Serret» d'autant qu'ellefij ont été repro- 
duites» d'après lés articles Aeè Comptes rendus» avec beau- 
coup d'explications et d'exemples» dans la l^râité élémentaire 
de. Cal cul dif/érent.iel. et.de Çajcul intégral ,d e Jb^ci^Dix» 
6^ éditi^on nugmen^ée de Notes par MM. Hermlie et Ser- 






*) Comptes rendus, t. LUI, séances des 7 et 28 octo|>re 1861. 
**) Voyei encore Serret, CiDuré êé Calcal itfifférentiel et 
intégral, t. II, p. 624 — 649, et le Mémoire du mâme Auteur inséré 
dans les Annales scientifiques de l'Ecole Normale supérieure, 
t. 111 (Note du trad.). 
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